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Résumé
Dans ce travail, nous étudions un problème inverse du type identifica-

tion de sources pour un problème parabolique modélisant la diffusion dans
un rectangle.

En utilisant la décomposition spectrale de l’opérateur différentiel A, on
peut expliciter la solution formelle du problème sous la forme d’une série de
Fourier avec des coefficients non-bornés (hautes fréquences).

Nous proposons dans notre étude une méthode de régularisation basée sur
la troncature spectrale, qui nous permet de construire une solution approchée
et stable. Ensuite, la solution stabilisée sera projetée sur un sous espace de
Krylov engendré par l’opérateur A en dimension finie. Cet algorithme nous
fournit une méthode pratique et simple pour calculer numériquement la
solution stabilisée.

Plus précisément, nous faisons une analyse théorique de l’approximation
de Φ(A)g = (I − e−A)−1Ag par la méthode de Krylov, et nous démontrons une
estimation d’erreur entre la solution discrétisée et sa projection de Krylov.

Ensuite, nous donnons le bilan d’erreur entre la solution exacte et l’approxi-
mation de Krylov, pour tester l’efficacité de la méthode et pour permettre de
définir un critère d’arrêt selon la taille du sous espace de projection de Krylov.

Mots Clés : Problème mal posé, Problème inverse parabolique, Identification
de sources, Sous-espace de Krylov, Fonctions de matrices, Méthodes de projection
de Krylov, Régularisation, Filtrage spectral.
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1
Introduction

1.1 Problématique de la thèse

La problématique abordée dans cette thèse s’inscrit dans le cadre des problèmes

mal-posés en EDP au sens d’Hadamard.

En 1923, le mathématicien français J. Hadamard a écrit son livre célèbre sur les

équations aux dérivées partielles et leur signification physique 1. Cet ouvrage fût le

point de départ au développement du concept de problème bien posé en physique

mathématique. Il s’agit d’un problème dont la solution existe, est unique et dépend

continûment des données (stabilité). Bien entendu, ces notions doivent être précisées

par le choix des espaces (et des topologies) dans lesquels les données et la solution

sont considérées. Dans ce même livre Hadamard laissait entendre (et c’était aussi

une opinion partagée avec I.G. Petrovsky 2) que seul un problème bien posé pouvait

modéliser correctement un phénomène physique.

La physique mathématique a longtemps ignoré les problèmes mal posés, les consi-

dérant, soit dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La

réalité actuelle est toute autre : le caractère fondamentalement mal posé de certains

1. J. Hadamard, Lectures on Cauchy’s problem in linear PDEs, Yale University Press, New Haven (1923).
2. I.G. Pterovsky, Lecture on Partial Differential Equations, New York : International Publishers (1954).

1
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problèmes pratiques est reconnu et motive de nombreuses recherches en mathématiques

[65, 46, 44, 32, 94, 53, 55, 17, 10, 1, 11].

L’étude des phénomènes dans la nature nous permet de calculer des quantités

ou des propriétés physiques d’un modèle donné. On distingue alors deux types de

problèmes : les problèmes directs et les problèmes inverses.

• De manière schématique, un problème inverse peut être formulé comme étant une

relation fonctionnelle (Input, Système, Output), où l’objectif d’étude est d’identifier des

causes connaissant des effets. D’après J.B. Keller 3, deux problèmes sont dits inverses

l’un de l’autre si la formulation de l’un met l’autre en cause.

• La causalité et l’irréversibilité donnent une dichotomie entre les phénomènes phy-

siques, qui peuvent être quantifiés mathématiquement en deux classes de problèmes :

les problèmes bien posés et les problèmes mal posés. En se référant à cette dichotomie,

le mot problèmes inverses désigne tous les problèmes qui partagent le caractère mal

posé par opposition aux problèmes dits directs.

• La thématique des problèmes inverses et en particulier leurs méthodes de trai-

tement numérique sont d’une grande importance pour les sciences appliqués et la

technologie ; elles sont cruciales pour le développement des techniques de mesure et de

diagnostique pour des systèmes complexes et partiellement accessibles.

• L’analyse mathématique des problèmes inverses et les problèmes mal-posés est

un champ de recherche en plein essor. Même si de grandes avancées ont été effectuées

ces dernières années, de nombreuses questions restent encore posées et méritent un

effort sérieux pour aboutir à des réponses même partielles. Les questions qui nous

intéressent dans cette thèse sont centrées autour de la stabilisation et la régularisation

de certains problèmes inverses du type "identification de sources et de complétion de

données" et leurs méthodes d’approximation numérique.

• Beaucoup de systèmes en physique, mécanique et biologie, ou en sciences mé-

dicales sont décrits par des EDP. Le contrôle des EDP concerne l’étude des variables

importantes caractéristiques de ces systèmes, leur évolution dans le temps, et les moyens

3. J. B. Keller, Inverse problems, Amer. Math. Monthly, 83 (1976), 107-118.

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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d’influencer leur avenir en les agitant à proximité de cibles souhaitées ou reconstruire

leur passé, en tenant compte des contraintes et des coûts de contrôle.

Le contrôle des EDP est de plus en plus impliqué dans de nombreuses applications

de la technologie. Cette demande en croissance rapide de notre société crée une forte

dynamique d’innovation et de nouveaux problèmes mathématiques dans les aspects

théoriques ainsi que les méthodes du calcul numériques, et nécessite des processus

efficaces intégrés de contrôle pour applications.

Par ailleurs, les problèmes inverses pourraient être décrits comme des problèmes où la

réponse est connue, mais pas la question ; ou lorsque les résultats, ou les conséquences

sont connus, mais pas la cause. Comme simple exemple, quand on connait la capacité

thermique spécifique d’un liquide, on peut calculer combien de temps il faudra pour

faire bouillir une quantité donnée de ce liquide. Supposons maintenant qu’on sait

combien de temps prend un liquide à l’ébullition, peut-on savoir de quel liquide il

s’agit ? Ils se présentent comme la recherche de l’entrée à partir de la sortie.

Donc la problématique de l’inversion apparaît dans de nombreux domaines tels que

les domaines cités ci-dessus et surtout du traitement de données en général.

1.2 Contenu de la thèse

� Dans cette thèse, notre effort sera consacré à l’aspect numérique d’une classe de

problèmes inverses paraboliques. La stratégie numérique est basée sur la troncature

(filtrage) spectrale et les méthodes de projection de Krylov. L’étude est complétée aussi

par un bilan d’erreur et une série d’expérimentations numériques justifiant l’effet

régularisant et la robustesse de la méthode du calcul utilisée dans notre investigation.

� Quelques problèmes inverses en EDP se ramènent à des problèmes d’approxi-

mation matricielle (fonction matricielle u = Φ(A)v) intervenant des matrices carrées de

grande taille.

Parmi les méthodes de calcul de l’expression u = Φ(A)v il y a les méthodes de

projection de Krylov, qui sont bien étudiées et expérimentées numériquement pour

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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certaines classes de fonctions (les fonction décroissantes, les fonctions de type Markov,

les fonctions complètements monotones [23, 57, 25, 99, 9, 71, 86, 62, 43]) .

Les fonctions intervenant dans les problèmes inverses sont des fonctions croissantes,

donc engendrent plus de difficultés, et peu de résultats sont disponibles.

Comme nous traitons un problème mal posé, une procédure de régularisation est

nécessaire pour neutraliser le comportement instable. Lorsqu’il s’agit d’identifier ou

de calculer une grandeur physique à partir des observation (mesures), on est amené

souvent à inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution du problème

direct). Cette inversion, qui est souvent mal posée, nécessite un traitement particulier

des instabilités, par des techniques dites de régularisation qui consistent à perturber

légèrement le problème, ou d’éliminer les hautes fréquences responsables de cette

instabilité, de manière à rendre le problème en question bien posé et numériquement

réalisable.

Ce Travail s’inscrit dans le cadre des problèmes inverses en EDP, dont les techniques

mathématiques utilisées relèvent de l’analyse fonctionnelle et de la théorie spectrale.

Il est composé de quatre chapitres, un chapitre rappel et trois chapitres essentiels,

une conclusion et quelques annexes.

— Dans le Chapitre 1, nous rappellons quelques résultats d’analyse fonctionnelle,

ainsi que les outils d’analyse des problèmes mal posés. Un aperçu non exhaustif est

donné pour faciliter la lecture et comprendre les questions liées à cette thématique

à travers des exemples académiques.

— Le Chapitre 2 est consacré à l’évaluation numérique de Φ(A)v (l’action de Φ(A)

sur v) conduisant à l’étude du système de la forme : Ψ (A)u = v⇔ u = Φ(A)v, où u

est la solution recherchée, v les données du problème, A une matrice symétrique

positive (resp. définie positive) de grande taille et Φ une fonction suffisamment

régulière (ou analytique) sur le spectre Λ(A) de A. Nous rappellons quelques

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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définitions d’une fonction de matrice et certaines propriétés élémentaires tout en

mettant l’accent sur quelques matrices particulières.

— Le troisième Chapitre est dédié à l’application de la méthode de Krylov à un

cas concret : l’équation de la chaleur. L’étude est achevée par une démonstration

théorique de l’estimation d’erreur entre la solution exacte et la solution de Krylov.

— le chapitre 4 porte sur la discrétisation et la mise en œuvre de quelques exemples

académiques. Nous proposons une résolution analytique du problème inverse en

question par la méthode de Fourier. Ce qui nous permet d’avoir une idée claire

sur l’instabilité du problème et son degré de complexité. Pour tester l’efficacité de

la méthode et son effet régularisant, nous l’appliquons au problème de la chaleur

avec conditions aux limites de Neumann.

1.3 Note bibliographique

� Dans la littérature mathématique, on remarque que ces dernières années, un

nombre de travaux a été consacré à la méthode de projection de Krylov. Cet effort scien-

tifique est un témoignage sur la popularité et l’efficacité de ces outils mathématiques

dans le traitement numérique de l’analyse spectrale de grande échelle.

Notre choix de cette stratégie numérique est basé sur deux motivations :

• Le fondement théorique solide développé par des grands spécialistes reconnus

dans le domaine du développement de logiciels industriels. Pour plus de détails, nous

renvoyons le lecture à [62, 43] pour les aspects théoriques, et pour le côté informatique,

on peut consulter (http ://www.guettel.com).

• L’effet régularisant constaté dans le traitement numérique de certains problèmes

inverses très complexes, ainsi que le type de convergence qui est super-linéaire [66,

80, 81, 54, 72, 34, 50].

� Pour les problèmes inverses d’identification de sources, beaucoup d’auteurs se

sont intéressés pour cette catégorie de problèmes, où l’effort était comment neutraliser

le caractère d’instabilité. On peut citer ici quelques références résumant les différentes

approches, comme par exemple : la méthode de Tikhonov, la méthode de troncature

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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spectrale, la méthode variationnelle de l’état adjoint et d’autres méthodes numérique

[41, 79, 26, 27, 5, 7, 94, 84, 85, 95, 12, 13, 14, 58, 59, 60, 97].

� On note ici que l’étude des problèmes inverses en EDP du type identification de

sources/données traités par la méthode de Krylov, se distinguent par la rareté des résul-

tats.

La présente thèse est une continuation dans la même direction développée par

les auteurs [49, 75, 2].
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2
Résultats préliminaires et notations

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront

utilisés tout au long de ce travail. Pour plus de détails, des références à la littérature

seront systématiquement données.

On se place dans un un cadre hilbertien (H1 −→H2), où Hi est un espace de Hilbert

sur K = R ou C, muni de la norme |.|i et le produit scalaire (., .)i , (i = 1,2).

2.1 Éléments de théorie spectrale

2.1.1 Opérateurs linéaires

De manière générale, un opérateur linéaire est une application A :D(A) ⊆H1 −→H2

linéaire, où D(A) est le domaine de définition de l’application linéaire A, qui est un

sous-espace vectoriel de H1, que l’on suppose en général dense dans H1. L’opérateur

A : D(A) = H1 −→ H2 est dit borné si la quantité

‖A‖ = sup
{
|Au|H2

, u ∈ D(A), |u|H1
= 1

}
est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D(A), et lorsque D(A)

est dense dans H1, A s’étend de manière unique à un opérateur borné sur H1.

• Tout opérateur A est complètement défini par son graphe G(A) qui est un sous-

espace vectoriel de H1 ×H2 défini par G(A) =
{
(v, Av), v ∈ D(A)

}
.

7
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Pour tout opérateur linéaire A : D(A) ⊆ H1 −→ H2, on note par :

N(A) =
{
h ∈ D(A), Ah = 0

}
(noyau de A),

R(A) =
{
h2 = Ah1, h1 ∈ D(A)

}
(image de A).

2.1.2 Opérateurs bornés

On note L(H1,H2) (resp. L(H1)) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus

de H1 dans H2 (resp. des endomorphismes continus de H1) muni de la topologie de

la convergence uniforme :

B ∈ L(H1,H2), ‖B‖L(H1,H2) = sup
u∈H1\{0}

|Bu|2
|u|1

.

Définition 2.1.1. On dit qu’une application linéaire continue S ∈ L(H1,H2) est inver-

sible ssi il existe une application S ′ ∈ L(H2,H1) telle que

S ′ ◦ S = IH1
et S ◦ S ′ = IH2

.

L’application S ′ si elle existe est unique. On notera S ′ = S−1 et

Inv(H1,H2) :=
{
S ∈ L(H1,H2), S inversible

}
.

Théorème 2.1.1. [Théorème des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continue S ∈ L(H1,H2) est inversible.

Définition 2.1.2. Soit A ∈ L(H). On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) :=
{
λ ∈ C; Aλ = (λI −A) est inversible (⇐⇒ bijectif )

}
.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté

σ (A) := C \ ρ(A).

On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, i.e.,

spr(A) := sup
λ∈σ (A)

|λ|.
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I Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.

Le spectre ponctuel de A (noté σp(A)) est l’ensemble des λ ∈ C tels que Aλ soit non

injectif :

λ ∈ σp(A)⇐⇒N(Aλ) , {0}.

Un élément λ ∈ σp(A) est dit valeur propre de A, s’il lui correspond un 0 , h ∈H tel que

Ah = λh que l’on appelle vecteur propre correspondant à λ.

Définition 2.1.3. (et proposition) Soit S ∈ L(H1,H2). Alors il existe un unique opérateur

S∗ ∈ L(H2,H1), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :

(Sh1,h2)2 = (h1,S
∗h2)1, ∀h1 ∈H1, ∀h2 ∈H2.

De plus, on a les propriétés suivantes :

‖S‖ = ‖S∗‖, S∗∗ = (S∗)∗ = S.

Si S est bijectif (i.e. inversible), alors S∗ l’est aussi, et (S∗)−1 = (S−1)∗.

Définition 2.1.4. Soit H un espace de Hilbert. On dit que A ∈ L(H) est auto-adjoint si

A = A∗.

A = A∗⇐⇒ (Ax,y) = (x,Ay), ∀x,y ∈H.

2.1.3 Opérateurs non-bornés

Définition 2.1.5. On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans

H1 ×H2, i.e., pour toute suite (un) ⊂ D(A) telle que un −→ u dans H1 et Aun −→ v dans

H2, alors u ∈ D(A) et v = Au.

I L’opérateur fermé A peut être considéré comme un opérateur borné de son

domaine de définition D(A) muni de la norme du graphe (|u|G := |u|H1
+ |Au|H2

) dans H1.

Théorème 2.1.2. [Théorème du graphe fermé] Si l’opérateur fermé A est défini sur tout

l’espace H1, alors A est borné

(A fermé et D(A) =H1 =⇒ A borné).
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Définition 2.1.6. (et proposition) Soit A : D(A) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur non-borné

à domaine dense. On peut définir l’opérateur non-borné A∗ adjoint de l’opérateur A,

comme suit :

A∗ :D(A∗) ⊂H2 −→H1

D(A∗) =
{
v ∈H2 : ∃c > 0 tel que |〈v, Au〉| ≤ c |u|H1

, ∀u ∈ D(A)
}
.

Dans ce cas la fonctionnelle u 7−→ g(u) = 〈v, Au〉 se prolonge de façon unique en

une fonctionnelle linéaire f : H1 −→ K telle que |f (u)| ≤ c |u|H1
, ∀u ∈ H1. Par suite

f ∈H ′1 'H1. On a par conséquent la relation fondamentale qui lie A et A∗

〈v, Au〉H2
= 〈A∗v, u〉H1

, ∀u ∈ D(A), ∀v ∈ D(A∗).

I Si A :D(A) ⊂H1 −→H2 est un opérateur non-borné à domaine dense, alors A∗ est

fermé.

Définition 2.1.7. On dit qu’un opérateur A :D(A) ⊂H −→H est symétrique lorsque

∀(u,v) ∈ D(A)×D(A), (Au,v) = (u,Av)

Définition 2.1.8. L’opérateur A :D(A) ⊂H −→H est dit auto-adjoint si A = A∗, i.e.,

D(A) =D(A∗) et (v, Au) = (Av, u), ∀(u,v) ∈ D(A)×D(A).

Théorème 2.1.3. Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur fermé symétrique. A est auto-

adjoint si et seulement si σ (A) ⊆ R.

Théorème 2.1.4. [Caractérisation des opérateurs à image fermée]

Soit A :D(A) ⊂H1 −→H2 un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =H1.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) R(A) est fermé, (ii) R(A∗) est fermé, (iii) R(A) = N(A∗)⊥, (iv) R(A∗) = N(A)⊥.

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

Théorème 2.1.5. SoitA :D(A) ⊂H1 −→H2 un opérateur non-borné, fermé, avecD(A) =H1.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(a) A est surjectif, i.e., R(A) =H2,

(b) il existe une constante k > 0 telle que

|v| ≤ k|A∗v|, ∀v ∈ D(A∗),

(c) N(A∗) = {0} et R(A∗) est fermé.

Corollaire 2.1.1. Soit A :D(A) ⊂H1 −→H2 un opérateur non-borné, fermé, avec

D(A) =H2. L’opérateur A admet un inverse borné A−1 sur H2 si et seulement s’il existe deux

constantes m1 et m2 telles que

|u| ≤m1 |Au| , ∀u ∈ D(A),

|v| ≤m2 |A∗v| , ∀v ∈ D(A∗).

2.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur non borné que l’on suppose fermé 1 2 3

et à domaine dense.

Définition 2.1.9. On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) = {λ ∈ C : Aλ = λI −A est bijectif}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté

σ (A) = C\ρ(A).

• On note que si λ ∈ ρ(A), l’inverse R(λ;A) = A−1
λ est défini sur tout l’espace et est

fermé. Par le théorème du graphe fermé, il est borné, i.e., A−1
λ ∈ L(H). Cet opérateur

est appelé la résolvante de A.

• L’ensemble résolvant ρ(A) est un ouvert du plan complexe et l’application

ρ(A) 3 λ 7−→ R(λ;A) est analytique sur chaque composante connexe de ρ(A). La résol-

vante satisfait à l’équation fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante :

R(λ1;A)−R(λ2;A) = (λ2 −λ1)R(λ1;A)R(λ2;A).

1. L’hypothèse de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. Si A n’est pas fermé, alors ρ(A) = ∅ .
3. Si A = A∗, alors σ (A) , ∅ et σ (A) ⊆ R.
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• Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus l’opérateur A est borné,

alors σ (A) est un compact non vide.

Examinons à présent de plus prés la structure du spectre.

• Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :

σp(A) = {λ ∈ C : Aλ n’est pas injectif}.

Un élément λ de σp(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 , ϑ ∈ D(A)

tel que Aλϑ = 0, que l’on appelle vecteur propre (fonction propre quand H est un

espace de fonctions) correspondant à λ.

• Si λ ∈ σ (A)\σp(A) donc Aλ est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

� Si R(Aλ) n’est pas dense, on dit alors que λ ∈ σr(A) le spectre résiduel de A.

� Si R(Aλ) est dense, on dit alors que λ ∈ σc(A) le spectre continu de A.

2.2 Théorie de Riesz-Fredholm

2.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 2.2.1. On dit qu’un opérateur K ∈ L(H1, H2) est compact si K(B
H1

(0,1)) est

relativement compact pour la topologie forte. On désigne par K(H1, H2) l’ensemble des

opérateurs compacts de H1 dans H2 et on pose K(H1, H1) =K(H1).

I La compacité d’un opérateur T ∈ L(H1, H2) est caractérisée comme suit :

T ∈ K(H1, H2)⇐⇒∀(xn) ⊂H1, xn⇀ 0 (faiblement) =⇒ T xn −→ 0 (fortement).

I Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si S1 ∈ L(E, F) et S2 ∈ K(F, G)

(resp. S1 ∈ K(E, F) et S2 ∈ L(F, G)), alors S2S1 ∈ K(E, G).

I [Théorème de Shauder] Si K est compact, alors K∗ est compact. Et réciproque-

ment.

Théorème 2.2.1. Soit K ∈ K(H) avec dim(H) =∞. Alors on a :

(a) 0 ∈ σ (K),

(b) σ (K)\{0} = σp(K)\{0},
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(c) l’une des situations suivantes :

� ou bien σ (K) = {0},

� ou bien σ (K)\{0} est fini,

� ou bien σ (K)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théorème 2.2.2. On suppose que H est séparable. Soit T ∈ K(H) un opérateur auto-adjoint

compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T :

∀x ∈H, x = x0 +
∑
k≥1

(x, ek)ek , x0 ∈N(T ), T x =
∑
k≥1

λkek .

2.2.2 Famille spectrale et résolution de l’identité

• Version discrète

Définition 2.2.2. Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur non borné. Alors A est dit à

résolvante compacte si

∀λ ∈ ρ(A), R(λ;A) ∈ K(H).

On a le résultat suivant :

Théorème 2.2.3. Un opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est à résolvante compacte ssi il existe

µ ∈ ρ(A) tel que R(µ;A) ∈ K(H).

Théorème 2.2.4. Soit A :D(A) ⊂H −→H un opérateur auto-adjoint. Alors

(1) σr(A) = ∅,

(2) σ (A) = σp(A)∪ σc(A) ⊆ R,

(3) A ≥ θ⇐⇒ σ (A) ⊂ [θ,∞[.

Théorème 2.2.5. Soit A :D(A) ⊂H −→H un opérateur auto-adjoint borné inférieurement

et à résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne dans

H , (em)m≥1 ⊂ D(A), et une suite de réels (λm)m≥1 telles que

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm −→ +∞, Aem = λmem, m = 1,2, · · ·
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Remarque 2.2.1. Si A :D(A) ⊂H −→H est un opérateur auto-adjoint avec

A ≥ θ > 0 =⇒ 0 ∈ %(A), et l’injection H1 := (D(A), |.|G) ↪→ H est compacte, alors A est à

résolvante compacte et donc diagonalisable.

• Version continue

Définition 2.2.3. Une famille {Eλ}λ∈R de projections orthogonales dans H est appelée

famille spectrale ou encore résolution de l’identité si elle satisfait aux conditions :
(i) EλEµ = Einf(λ,µ), λ, µ ∈ R,
(ii) E−∞ = 0, E+∞ = I,
où E−∞h = lim

λ→−∞
Eλh, E+∞h = lim

λ→+∞
Eλh, h ∈H,

(iii) Eλ+0 = Eλ où Eλ+0h = lim
ε>0, ε→0

Eλ+εh, h ∈H.

Les limites sont prises au sens de la norme de H .

Théorème 2.2.6. SoientH un espace de Hilbert et A un opératur auto-adjoint dansH . Alors

il existe une famille spectrale {Eλ}λ∈R telle que

(Ax, y) =
∫
R

λd(Eλx, y), Ax =
∫
R

λdEλx.

On note symboliquement A =
∫
R

λdEλ.

Théorème 2.2.7. Soit λ 7−→ f (λ) une fonction continue à valeurs réelles. Soit D ⊂H définie

par :

D =

h ∈H :
∫
R

|f (λ)|2d|Eλh|2 <∞

 .
Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :

(Sx, y) =
∫
R

f (λ)d(Eλx, y), x ∈ D, y ∈H,

de domaine D(S) =D.
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Fonctions d’un opérateur auto-adjoint

Soit A un opérateur auto-adjoint dans l’espace de Hilbert H , A =

+∞∫
λ0

λdEλ,

λ0 = infσ (A) > 0, sa décomposition spectrale.

Définition 2.2.4. On définit :

• Les puissances de A.

Ar =

+∞∫
λ0

λr dEλ, r ∈ R, h ∈ D(Ar)⇐⇒
+∞∫
λ0

λ2r d|Eλh|2 <∞.

On note ici, que pour tout r ≤ 0, Ar ∈ L(H), et si r = 0, A0 = I .

Pour tout r ≥ 0 et pour tout h ∈ D(Ar), on a (Arh,h) ≥ λr0|h|
2.

Pour tout r ≥ 0, D(Ar) muni de la norme |h|2r = |Arh|2, h ∈ D(Ar), est un espace de

Hilbert.

Si 0 ≤ r1 ≤ r2, D(Ar2) ↪→D(Ar1) et D(Ar2) est dense dans D(Ar1).

• f (A) pour une fonction f continue sur R.

f (A) =

+∞∫
λ0

f (λ)dEλ, h ∈ D(f (A))⇐⇒
+∞∫
λ0

|f (λ)|2d|Eλh|2 <∞.

2.3 Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm

On suppose que H est séparable. Soit T ∈ K(H) un opérateur auto-adjoint compact

donnée par sa décomposition spectrale :

∀h ∈H, h = h0 +
∑
k≥1

(h, ek)ek , h0 ∈N(A), T h =
∑
k≥1

λkek .

Considérons l’équation

(T −λI)f = g, (2.3.1)

où f = f0 +
∞∑
n=1

fnen, g = g0 +
∞∑
n=1

gnen sont deux vecteurs de H donnés.
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• Si λ < σ (A), la solution de l’équation (2.3.1) est donnée par :

f =
∞∑
n=1

(
gn

λn −λ

)
en −

g0

λ
.

• Si λ = λs , 0, l’équation (2.3.1) n’a de solution que si gs = 0 (⇐⇒ g ∈ ker(T −λsI)⊥)

et dans ce cas les solutions sont données par :

f =

 ∞∑
n,s

(
gn

λn −λ

)
en −

g0

λs

+Gs,

où Gs est un élément arbitraire de ker(T − λsI).

• Si λ = 0, pour que l’équation T f = g ait une solution il faut et il suffit que

f0 = 0⇐⇒ f ∈N(T )⊥ = R(T )

et que la série
∞∑
n=1

|gn|2

λ2
n

soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par :

f =

 ∞∑
n=1

(
gn

λn −λ

)
en

+G0,

où G0 est un élément arbitraire de ker(T ).

2.3.1 Décomposition en valeurs singulières

Considérons maintenant un opérateur compact T ∈ K (H1,H2), où H1, H2 sont deux

espaces de Hilbert séparables. L’une des approches les plus pratiques pour étudier le

problème inverse T h1 = h2, consiste à utiliser la décomposition en valeurs singulières

(SVD) 4 de l’opérateur T . Cette décomposition propose des bases pour les espaces de

Hilbert H1 et H2 permettant d’exprimer et de résoudre simplement le problème.

Définition 2.3.1. Valeurs singulières. Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert sépa-

rables et T ∈ K (H1,H2). On appelle valeur singulière de l’opérateur T , le réel positif

s =
√
λ, où λ est une valeur propre de l’opérateur K = T ∗T :H1 −→H1.

4. La notion de valeurs singulières généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-
adjoints.
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Théorème 2.3.1 (Décomposition en valeurs singulières (SVD)). Soit T ∈ K (H1,H2) et

P r0 la projection orthogonale sur N (T ). Alors il existe une suite de valeurs singulières (sn) et

deux systèmes orthonormés {ϕ1,ϕ2, . . .} ⊂H1, {ψ1,ψ2, . . .} ⊂H2 tels que :

1. (sn) est décroissante, sn −→ 0,n −→∞.

2. Tϕk = skψk ,T
∗ψk = skϕk .

3. ∀h ∈H1, h =
∑
k≥1

(h,ϕk)ϕk + P r0h.

4. ∀h ∈H1, T h =
∑
k≥1

sk (h,ϕk)ψk .

5. ∀h̃ ∈H2, T
∗h̃ =

∑
k≥1

sk (h,ψk)ϕk .

Le système {(sk;ϕk ,ψk)}k≥1 est appelé système singulier de T .

La famille (ϕn) est une base hilbertienne de N (T )⊥, la famille (ψn) est une base hilber-

tienne de R (T ).

Remarque 2.3.1. Le calcul des valeurs singulières et l’étude de leur vitesse de décrois-

sance peut donc fournir des renseignements sur le caractère mal posé d’un problème

inverse donné.

2.4 Problèmes mal posés et problèmes inverses

Problèmes directs. Si on note par P l’espace des paramètres, E l’espace des excita-

tions et R l’espace des états (réponses), alors le problème direct L : P×E −→ R, consiste

à calculer la réponse d à partir de la donnée des sollicitations x et des paramètres p.

Les équations de la physique donnent en général la réponse d comme fonction de x

et p : L(x,p) = d, la notation L symbolise les équations de la physique du problème

considéré ; on parle parfois du modèle physique.

Problèmes inverses. D’un point de vue "physique" ou "expérimental", on dit qu’on

a un problème inverse toute situation où l’on souhaite évaluer une certaine grandeur

physique p inaccessible à l’expérience à partir de la mesure d’une autre grandeur d

directement accessible à l’expérience, connaissant un modèle mathématique du pro-

blème direct qui donne explicitement d à partir de p (ce que l’on note symboliquement
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d = G(p)). Réf 5

I Problèmes directs et Problèmes inverses en EDP

� Dans le cas de problèmes directs, étant donné un domaine Ω ⊂ RN , on s’intéresse

aux solutions u :Ω× [0,∞[ 3 (x, t) −→ u (x, t) ∈ E de
ut +F

(
t,x,∂α1

x1 u, . . . ,∂
αp
xp u

)
= f , dans Ω

{Bi}
q
i=1u = gi , sur ∂Ω× [0,∞[ ,

u (x,0) = u0 (x) dans Ω

� Dans le cas de problèmes inverses ; à partir d’une connaissance partielle de la

solution u de l’EDP (mesures internes, mesures frontières), on doit retrouver par

exemple :

• f ,g1, . . . , gq −→ problème d’identification de sources.
• u0 −→ problème d’identification de données initiales.
• F −→ problème d’identification de coefficients.
• Ω −→ problème d’identification géométrique.

La difficulté principale des problèmes inverses est leur caractère généralement mal

posé 6

Définition 2.4.1. [40], Soient X,Y deux espaces de Banach, et A : X ⊇ D (A) −→ Y un

opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le problème inverse Ax = y est bien posé au sens

de HADAMARD si∣∣∣∣∣∣∣∣
Existence : Pour tout y ∈ Y il existe x ∈ X tel que Ax = y.
Unicité : Pour tout y ∈ Y , il y a au plus une solution x ∈ X.
Stabilité : La solution x dépend continûment de la donnée y.

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le problème est dit mal

posé. En pratique, cela veut souvent dire qu’il n’existe pas de solution unique ou que, si

elle existe, une légère modification des données conduit à des solutions très différentes.

5. Marc Bonnet, Problèmes inverses : Cours de DEA Dynamique des Structures et Couplages (2004).
6. Alors que les mêmes causes provoquent les mêmes effets, des effets identiques peuvent avoir de

multiples causes : les problèmes inverses sont mal posés.
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Remarque 2.4.1. Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien sûr très

important dans cette définition. La stabilité est une condition primordiale. En effet, s’il

y a un problème de stabilité, le calcul numérique de la solution peut devenir impossible

à cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.

Remarque 2.4.2. La définition donnée par Hadamard est très contraignante dans la

pratique. Il faut donc relaxer la définition d’un problème bien posé.

Définition 2.4.2 (Lavrentiev 1959). (Stabilité conditionnelle) Soit A : X ⊇D (A) −→ Y

un opérateur fermé, densément défini. On dit que le problème Ax = y est condition-

nellement stable (ou correct au sens de TIKHONOV) sur M ⊂ D (A) s’ il existe une

fonction

ω : R+ −→ R+, continue en 0 avec ω (0) = 0,

telle que l’on ait

‖x2 − x1‖ ≤ω (‖Ax2 −Ax1‖) ,∀x2,x1 ∈M.

L’ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations

a priori). L’appartenance de u à M signifie une certaine régularité ou une certaine

bornitude.

On donne ici quelques exemples de problèmes mal posés.

Exemple 2.4.1. Problème de Cauchy pour l’équation de Laplace. Considérons le

problème suivant : 
∆u = 0, (x,y) ∈ R× (0,∞) ,
u (x,0) = 0, x ∈ R,
∂yu (x,0) = ϕε (x) , x ∈ R,

(2.4.2)

où ϕε (x) = ε sin
(x
ε

)
, ε > 0. On vérifie aisément que uε (x,y) = ε2 sinh

(y
ε

)
sin

(x
ε

)
est une

solution du problème (2.4.2). On remarque que (ϕε −→ 0, ε −→ 0) mais (uε (x,y) −→∞, ε −→ 0)

pour tout x > 0 fixé. Ce qui prouve que les solutions de (2.4.2) ne dépendent pas

continûment des données initiales, d’où le problème est mal posé.
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Exemple 2.4.2. Problème rétrograde pour l’équation de la chaleur. Ce problème

consiste à déterminer u (x,0) = u0 (x) (condition initiale inconnue), sachant que le

champ de temperature u (x, t) vérifié :
ut −uxx = 0, x ∈ (0,π) , t ∈ (0,T ) ,
u (x,T ) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ π,
u (0, t) = u (π,t) = 0, 0 ≤ t ≤ T ,

(2.4.3)

où ψ ∈ L2 (0,π) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter

la solution du problème (2.4.3) sous la forme :

u (x, t) =
∞∑
n=1

e(T−t)n2
ψnen (x) ,

où ψn est le coefficient de Fourier d’ordre n de ψ :

ψn =
〈
ψ,en

〉
=

√
2
π

∫ π

0
ψ (x) sin(nx)dx, en (x) =

√
2
π

sin(nx) .

Soit ϕ (x) = u0 (x,0) la temperature initiale. Alors d’après l’égalité de Parseval, on a :

‖ϕ‖2 =
∞∑
n=1

e2n2T
∣∣∣ψn∣∣∣2 .

On considère maintenant le problème (2.4.3) avec des données bruitées :

ψk = ψ +
1
k
ek (x) .

On remarque que
∥∥∥ψk −ψ∥∥∥ =

1
k
−→ 0, k −→ +∞mais

∥∥∥u (ψk;0)−u (ψ;0)
∥∥∥ =

1
k
ek

2T −→

+∞, k −→ +∞. On voit très clairement que le problème (2.4.3) est instable donc mal

posé. C’est pour cela, qu’on dit que les phénomènes de la chaleur sont irréversibles.

La solution de l’équation de la chaleur avec la condition initiale u (x,0) = ϕ (x), telle

que ϕ (x) ∈ L2 (0,π) est donnée par la formule :

u (x, t) =
∞∑
n=1

e−n
2tϕnen (x) =

∫ π

0

 2
π

∞∑
n=1

e−n
2t sin(nx) sin(nξ)

ϕ (ξ)dξ.

Ainsi, u est solution du problème (2.4.3) si et seulement si ϕ satifait l’équation de

Fredholm de première espèce :

Kϕ = ψ, u (xT ) =
∫ π

0
K (x,ξ)ϕ (ξ)dξ = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ π,
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où K (x,ξ) =
2
π

∞∑
n=1

e−n
2T sin(nx) sin(nξ) .

L’opérateur intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’où K−1 n’est

pas borné. Ce qui montre le caractère mal posé du problème (2.4.3) .

Exemple 2.4.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le

problème suivant : {
utt (t) +Au (t) = 0, 0 < t < T ,
u (0) = ϕ, u (T ) = ψ,

(2.4.4)

où ϕ,ψ sont des fonctions données dans H , et A : D (A) : H −→ H tel que A = A∗

et A ≥ δ > 0. Si λk =
(kπ)2

T 2 , k = 1,2, . . . , ne sont pas des valeurs propres de A, alors

l’opérateur
(
sin

(
T
√
A
))

est injectif, et la solution formelle du problème (2.4.4) est

donnée par :

u (t) = sin
(
(T − t)

√
A
)(

sin
(
T
√
A
))−1

ψ + sin
(
t
√
A
)(

sin
(
T
√
A
))−1

ϕ.

Inversement, si
{
λk =

(kπ)2

T 2 , k = 1,2, . . . ,
}
∩ σp (A) , ∅, alors la solution du problème

(2.4.4) n’est pas unique. Le problème (2.4.4) est mal posé au sens d’HADAMARD dans

les deux cas : les valeurs λk =
(kπ)2

T 2 , k = 1,2, . . . , peuvent être proches des valeurs

propres de A :

[δ,+∞[ 3 λ 7−→ 1

sin
(
T
√
λ
) n’est pas bornée au voisinage des λk .

I On remarque d’après les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées

à cette catégorie de problèmes :

1. La non unicité : Pour cette question, il nous faut des informations supplé-

mentaires sur la solution et une bonne connaissance de la nature physique

du problème, pour récupérer l’unicité (conditions a priori).

2. L’instabilité : Ce caractère est le plus problématique, surtout dans l’implé-

mentation numérique.

Cela veut dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergent

et stable quel que soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce
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caractère d’instabilité, on approxime le problème original par un problème

proche (dans un certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation

sont variées. Chaque problème nécessite un traitement spécifique selon sa

complexité et son degré de position incorrecte (voir [32]).

2.4.1 Outils d’analyse des problèmes mal posés : cas linéaire

Dans l’étude des équations de la forme :

B :D (B) ⊆H1 −→H2,u 7−→ Bu = v,

la fermeture de R(B) est une propriété cruciale, pour que l’inverse de B soit borné. Le

Théorème de Banach nous fournit une caractérisation topologique de cette proriété :

Théorème 2.4.1 (Théorème de Banach sur l’inversion bornée). On suppose que B est

injectif. Alors B−1 : R (B) −→H1 est borné si et seulement si R (B) est fermée.

Théorème 2.4.2 (Théorème de PICARD). (voir [73]) Soit K ∈ K (H1,H2) un opérateur

compact, et {(σn,ϕn,ψn) ,n ∈ N} son système singulier. Alors le problème :

Kf = g

est résoluble si et seulement si

g ∈N (K∗)⊥ = R (K) et
∑
n∈N

1

σ2
n

∣∣∣〈g,ψn〉∣∣∣2 < +∞.

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

f =
∑
n∈N

1
σn

〈
g,ψn

〉
ϕn + f0, f0 ∈N (K) .

I Afin de proposer une stratégie de régularisation efficace, on doit mesurer tout

d’abord la complexité du problème posé. En général, on ne dispose pas d’un cadre

théorique permettant de donner des réponses à ce type de questions, mais dans

des cas particuliers, on a des critères qui caractérisent que tels problèmes sont

fortement ou faiblement mal posés.
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I Pour les opérateurs compacts, on utilise le critère suivant :

Soient H1,H2 deux espaces de Hilbert séparables, T ∈ K
(
H1,H2

)
, et soit le

problème inverse :

T :H1 −→H2,u −→ T u = v. (2.4.5)

Définition 2.4.3. (cf. [32]) On dit que le problème (2.4.5) est faiblement mal posé (resp.

fortement mal posé), si les valeurs singulières sn de K = T ∗T sont équivalentes à
C
np

(resp. Ce−n
p

), où C et p sont des constantes positives.

2.4.2 Convexité logarithmique

Parmi les méthodes d’analyse des problèmes mal posés en EDP, on cite ici la méthode

de la convexité logarithmique (cf. [46, 31]), qui trouve sa place dans la stabilisation

des problèmes mal posés, conditionnellement stables.

Définition 2.4.4. Soit f : I ⊂ R −→ R+ une fonction positive. On dit que f est log-

convexe si la fonction f̂ (t) = log(f (t)) est convexe.

Si la fonction f est strictement positive (f > 0) et log-convexe sur l’intervalle [a,b],

alors on a l’inégalité suivante :

log(f (t)) ≤ (1−θ(t)) log(f (a)) +θ(t) log(f (b)), t ∈ [a,b], (2.4.6)

où θ(t) =
b − t
b − a

. Cette dernière inégalité nous donne l’inégalité d’interpolation :

f (t) ≤ f (a)1−θ(t)f (b)θ(t), t ∈ [a,b]. (2.4.7)

I Une fonction f ∈ C2([a,b];R∗+) est log-convexe ssi f f ′′ − (f )2 ≥ 0. Cette propriété

découle du fait qu’une fonction est convexe si sa dérivée seconde est positive :

f̂ ′′ = log(f (t))′′ ≥ 0 ⇐⇒
f f ′′ − (f )2

f 2 ≥ 0 ⇐⇒ f f ′′ − (f )2 ≥ 0 et f 2 > 0.

Théorème 2.4.3. Soit f une fonction continue, positive et log-convexe sur un intervalle I .

Alors f (t) > 0, ∀t ∈ I ou f (t) = 0, ∀t ∈ I
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Théorème 2.4.4. Soit A :D(A) ⊂H −→H un opérateur symétrique, et u(t) une solution du

problème u′(t) = Au(t), 0 ≤ t ≤ T . Alors log(|u(t)|) est convexe sur [0,T ]. En conséquence

|u(t)| ≤ |u(0)|1−t/T |u(T )|t/T . (2.4.8)

Cette inégalité montre qu’on peut récupérer la dépendance continue si on impose

une contrainte de bornitude sur la solution.

2.5 Méthodes de régularisation

La régularisation des problèmes mal posés, due initialement à TIKHONOV [11],

cherche à redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution

approchée, ...), de façon que la ‹‹ solution régularisée ›› obtenue par ‹‹ inversion

régularisée ›› dépende continûment des données et soit proche de la solution exacte

(supposant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs effectivement

obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le problème initial mal posé

par un autre ‹‹ proche dans un certain sens ›› du premier et qui est bien posé.

Considérons le problème inverseKh1 = h2 oùK :H1 −→H2 est un opérateur compact

injectif. 7 On suppose que h2 ∈ R (K), i.e., le problème inverse possède une solution

unique. 8

Définition 2.5.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés Rα :H1 −→ H2, (α > 0) est

dite "famille régularisante" pour l’opérateur K si

∀h1 ∈H1, lim
α−→0

(RαK)h1 = h1, i.e., RαK −→ I simplement.

Remarque 2.5.1. Si Rα est une famille régularisante pour l’opérateur

K : H1 −→ H2, où H1 est de dimension infinie, alors les opérateurs Rα ne sont pas

uniformément bornés, i.e., il existe une suite (αn) ⊂ R+ telle que lim
n−→∞

∥∥∥Rαn∥∥∥ = +∞.

7. Le fait de choisir K injectif n’est pas très contraignant car on peut toujours restreindre l’espace H1

au complément orthogonal de N (K), où N désigne le noyau.
8. Il faut noter que notre problème inverse Kh1 = h2 est toujours mal posé à cause de la non continuité

de K−1.
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La donnée initiale h2 ∈ H2 n’est jamais connue exactement : il y a toujours un

bruit qui vient la perturber. Notons h
η
2 la donnée perturbée où le nombre η > 0 est

le niveau du bruit, i.e.,
∣∣∣h2 − h

η
2

∣∣∣ ≤ η.

Notons h
α,η
1 = Rαh

η
2 l’approximation de la solution du problème inverse Kh1 = h2

obtenue avec l’opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l’inégalité

triangulaire sur
∣∣∣h1 − h

α,η
1

∣∣∣, on obtient

∣∣∣h1 − h
α,η
1

∣∣∣ =
∣∣∣∣(h1 −Rαh2) +

(
Rαh2 − h

α,η
1

)∣∣∣∣ ≤ η ‖Rα‖+ |(h1 −Rαh2)| . (2.5.9)

Le premier terme de droite de l’équation (2.5.9) représente la majoration de l’erreur

due au niveau de bruit. Par la Remarque 2.5.1, nous avons vu que
∥∥∥Rαn∥∥∥ −→ +∞

quand α −→ 0. Donc il ne faut pas choisir α trop petit sinon l’erreur peut devenir

très grande. Par contre le second terme de droite de (2.5.9) tend vers 0 quand α tend

vers 0 par définition de Rα. Nous allons faire tendre le niveau de bruit η vers 0 et

nous allons choisir une stratégie de régularisation de manière à ne pas commettre

une trop grande erreur sur la vraie solution h1.

Définition 2.5.2. Une stratégie de régularisation η −→ α (η) est admissible si pour tout

h1 ∈H1

lim
η−→0

α (η) = 0 et lim
η−→0

 sup
h
η
2∈H2

{∣∣∣Rα(η)h
η
2 − h1

∣∣∣ tel que
∣∣∣Kh1 − h

η
2

∣∣∣ ≤ η} = 0 (2.5.10)

Les stratégies de régularisation sont variées. Chaque problème nécessite un traitement

spécifique selon son degré de complexité. (Voir. [32]). Parmi les méthodes les plus

connues en problèmes inverses et en calcul matriciel mal conditionné, on a la méthode

de Tikhonov et la méthode de la troncature spectrale.

2.5.1 La méthode de Tikhonov

I Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le problème inverse

mal posé Kf = g est de choisir comme solution l’élément fα qui minimise la

fonctionnelle
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|Kf − g |2 +α |f |2 ,α > 0. (2.5.11)

L’existence et l’unicité du minimum sont assurées par la coercivité et la stricte

convexité de f 7−→ |f |2. Le paramètre α est appelé paramètre de régularisation et

le terme |f |2 est appelé terme de correction. Le choix du paramètre α est basé sur

un critère d’équilibre entre l’erreur due au terme de correction et le gain de la

stabilité.

On a le Théorème suivant :

Théorème 2.5.1. Soit K ∈ L (H1,H2). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unique

minimum fα . L’élément fα est la solution de l’équation normale

Sαfα = (αI +K∗K)fα = K∗g. (2.5.12)

La famille d’opérateurs Rα = (αI +K∗K)−1K∗ : H2 −→ H1 9 est appelée famille

régularisante de Tikhonov. On a ‖Rα‖ ≤
1

2
√
α

et tout choix de α (η) −→ 0 avec

η2α (η) −→ 0 est admissible. Pour les résultats de la vitesse de convergence, on peut

consulter les références [32].

I Le paramètre de régularisation α > 0 est choisi via le principe d’écart (en anglais :

discrepancy principle) de MOROZOV. Ce principe consiste à fixer le paramètre

tel que la solution correspondante ait une erreur égale au niveau de bruit.

Le choix optimal est extrêmement difficile et les critères qui existent sont d’applica-

tion délicate, et nécessitent des méthodes itératives pour être mis en oeuvre. 10, 11

I Dans la pratique nous supposerons qu’un paramètre α est valable si l’erreur

appartient à un petit intervalle contenant la valeur du niveau de bruit η > 0.

9.
(
Sα = S∗α ,〈Sαh,h〉 = |Sh|2 +α |h|2 ≥ α |h|2 ,∀h ∈H1

)
=⇒ (σ (Sα) ⊂ [α,‖Sα‖] =⇒ 0 ∈ ρ (Sα)), i.e., S−1

α

existe et S−1
α ∈ L (H1) .

10. Méthodes a priori : utilisation d’informations sur le niveau d’erreur et sur l’opérateur K .
11. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données gη . αopt := max

{
α :

∣∣∣Kfα − gη ∣∣∣ ≤ η},
où fα = inf

f

{∣∣∣Kfα − gη ∣∣∣2 +α |fα |2
}
.
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Pour calculer numériquement le paramètre de régularisation α(δ), on résout l’équa-

tion

ϕ(δ) = ‖Kxα(δ) − fδ‖2 − δ2 = 0 (2.5.13)

par la méthode de Newton

αj+1 = αj −
ϕ(αj)

ϕ′(αj)
, α0 = initialisation, j = 1,2, ..., (2.5.14)

où

ϕ′(α) = 2〈−K(αI +K∗K)−2K∗fδ,K(αI +K∗K)−1K∗fδ − fδ〉.
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3
Fonctions de matrices

3.1 Généralités

Nous donnons ici un répertoire de résultats sur la théorie des fonctions de matrices.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à l’excellente référence [62], ainsi que

les références très intéressantes [99, 43, 28]. Pour les aspects numériques et les récents

développements de cette thématique, le lecteur peut visiter la page web du Professeur

Stefan Güttel (http ://www.guettel.com).

Soit

f :Mk,l(C) −→Mm,n(C)

une fonction de l’ensemble des matrices de k lignes et l colonnes à éléments dans C

vers l’ensemble des matrices de m lignes et n colonnes à éléments dans C. Le tableau

suivant permet une classification des fonctions de matrices.

• k = l = 1, m = n = 1, f (A) : fonction numérique d’une variable scalaire.

• k = l = 1, m = 1,n > 1 ou m > 1,n = 1, f (A) : fonction vectorielle d’une variable sca-

laire.

• k = l = 1, m > 1,n > 1, f (A) : fonction matricielle d’une variable scalaire.

• k = 1, l > 1 ou k > 1, l = 1 etm = n = 1, f (A) : fonction scalaire d’une variable vecto-

rielle.

28
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• k = 1, l > 1 ou k > 1, l = 1 et m = 1, n > 1, f (A) : fonction champ de vecteurs.

• k = 1, l > 1 ou k > 1, l = 1 et m > 1, n = 1, f (A) : fonction champ de vecteurs.

• k = 1, l > 1 ou k > 1, l = 1 et m > 1, n > 1, f (A) : fonction matricielle d’une variable

vectorielle.

• k = 1, l > 1 et m = n = 1, f (A) : fonction scalaire d’une variable matricielle.

• k = 1, l > 1 et m = 1, n > 1, f (A) : fonction vectorielle d’une variable matricielle.

• k = 1, l > 1 et m > 1, n = 1, f (A) : fonction vectorielle d’une variable matricielle.

• k = 1, l > 1 et m > 1, n > 1, f (A) : fonction matricielle d’une variable matricielle.

Dans ce travail nous nous intéressons à la définition d’une fonction de matrice pour

une fonction scalaire f et une matrice A ∈Mn(C), c’est-à-dire, A appartient à l’ensemble

des matrices de n lignes et n colonnes à éléments dans C, telle que f (A) soit une matrice

de même dimension que A. De façon générale, on utilise f (z), z ∈ C.

Soit A ∈Mn(C) une matrice carrée d’ordre n à éléments dans C. Considérons

f : C −→ C

z −→ f (z)

une fonction scalaire (à valeur dans C).

Si f est une fonction polynomiale ou une fonction rationnelle ou bien une représentation

d’une série entière convergente, alors on peut définir :

f :Mn(C) −→Mn(C)

A −→ f (A).

Exemple 3.1.1. I f (t) = 1 + t⇒ f (A) = I +A.

I f (t) =
1 + t2

1− t
, t , 1 ⇒ f (A) = (I + A2)(I − A)−1 si 1 < Sp(A) (Sp(A) désigne

l’ensemble des valeurs propres de la matrice A).

I ln(1 + t) = t − t
2

2
+
t3

3
− t

4

4
+ ........... =

+∞∑
m=1

(−1)m+1 t
m

m
, |t| < 1⇒

ln(I +A) = A− A
2

2
+
A3

3
− A

4

4
+ ........... =

+∞∑
m=1

(−1)m+1A
m

m
si ρ(A) < 1.
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Notre objectif ici est de donner les différentes définitions pour définir f (A) où f

peut être n’importe quelle fonction scalaire.

Proposition 3.1.1. Si p est un polynôme de degré m, A ∈Mn(C) s’écrivant sous la forme

A = XJX−1 où J =



J1
J2

J3
.
.
.
Jr


= diag(J1, J2, ...., Jr)

est une matrice diagonale par blocs et X une matrice carrée inversible, alors on a :

i) p(A) = Xp(J)X−1,

ii) p(J) = diag(p(J1),p(J2), ....,p(Jr)),

iii) Si AV = λV alors p(A)V = p(λ)V , V ∈ Cn un vecteur.

Preuve. Soit p un polynôme de degré m, p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ......+ amx

m et

A = XJX−1.

i)

p(A) = a0I + a1A+ a2A
2 + ....+ amA

m

= a0I + a1(XJX−1) + a2(XJX−1)2 + ....+ am(XJX−1)m

= a0XIX
−1 + a1XJX

−1 + a2XJ
2X−1 + ....+ amXJ

mX−1

= X(a0I + a1J + a2J
2 + ......+ amJ

m)X−1 = Xp(J)X−1.

D’où p(A) = p(XJX−1) = Xp(J)X−1

ii) J = diag(J1, J2, ...., Jr). Montrons que p(J) = diag(p(J1),p(J2), ....,p(Jr)).

On a p(J) = a0I+a1J+a2J
2 + ....+amJ

m, et le lemme suivant permet le passage de J à Jk

Lemme 3.1.1. ∀k ∈ N, si J = diag(J1, J2, ...., Jr) alors Jk = diag(Jk1 , J
k
2 , ...., J

k
r ).

Preuve. Raisonnons par récurrence.

Pour k = 0, J0 = In.
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D’autre part diag(J0
1 , J

0
2 , ...., J

0
r ) = diag(In1

, In2
, ...., Inr ) = In avec

n1 +n2 +n3 + .....nr = n.

Supposons la relation vraie à l’ordre k ≥ 0 et démontrons à l’ordre k + 1.

Jk+1 = Jk × J = diag(Jk1 , J
k
2 , ...., J

k
r )× diag(J1, J2, ...., Jr) = diag(Jk+1

1 , Jk+1
2 , ...., Jk+1

r )

D’où ∀k ∈ N, si J = diag(J1, J2, ...., Jr) alors Jk = diag(Jk1 , J
k
2 , ...., J

k
r ). CQFD

Donc p(J) =
m∑
k=0

akJ
k =

m∑
k=0

akdiag(Jk1 , J
k
2 , ...., J

k
r ) =

m∑
k=0

diag(akJ
k
1 , akJ

k
2 , ...., akJ

k
r )

= diag(
m∑
k=0

akJ
k
1 ,

m∑
k=0

akJ
k
2 , ....,

m∑
k=0

akJ
k
r ).

D’où

p(J) = diag(p(J1),p(J2), ....,p(Jr).

iii) AV = λV , p(A)V = a0IV +a1AV +a2A
2V +....+amA

mV = a0V +a1λV +a2λ
2V +....+

amλ
mV ,

car si λ est valeur propre de A alors λm est valeur propre de Am d’où

p(A)V = (a0 + a1λ + a2λ
2 + .... + amλ

m)V = p(λ)V .

3.2 Différentes définitions d’une fonction de matrice

3.2.1 Définition par la forme Canonique de Jordan

Forme canonique de Jordan d’une matrice A Soit A ∈ Mn(C), alors il existe une

matrice J et une matrice inversible X telle que A = XJX−1 où

J = X−1AX = diag(J1(λ1), J2(λ2), ...., Jr(λr)) = diag(Jk(λk)) (3.2.1)

avec k = 1 à r où Jk = Jk(λk) =



λk 1 0 0 . . 0
0 λk 1 0 . . 0
0 0 λk 1 0 . .
0 0 0 . . . .
. . . . . . .
. . . . . . 1
0 . . . . 0 λk


∈Mmk (C)

m1 +m2 +m3 + ....+mr = n (la somme des dimensions des blocs de la matrice de J est

égale à la multiplicité algébrique). r est le nombre de blocs dans J , i.e., la dimension de
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l’espace propre (le nombre de vecteurs linéairement indépendants), r est la multiplicité

géométrique de J .

J est appelé matrice de Jordan par blocs.

Jk = Jk(λk) =



λk 0 0 0 . . 0
0 λk 0 0 . . 0
0 λk 0 .
0 . . .
. . . .
. . 0
0 . . . . 0 λk


+



0 1 0 0 . . 0
0 0 1 0 . . 0
0 . 0 1 0 . .
0 . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . 1
0 . . . . 0 0


Jk = λkI + Nk ∈ Mmk où Nk est appelé bloc nilpotent de Jordan ou matrice sur-

diagonale d’ordre mk, i.e., Nmk
k = 0.

Exemple 3.2.1. Pour mk = 4, on a :

Jk =


λk 1 0 0
0 λk 1 0
0 0 λk 1
0 0 0 λk

=


λk 0 0 0
0 λk 0 0
0 0 λk 0
0 0 0 λk

 +


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

, Nk =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


N 2
k =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

, N 3
k =N 2

k .Nk =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

, N 4
k =N 3

k .Nk =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


N 4
k = 0. On remarque d’une façon générale qu’élever la matrice Nk à la puissance i

revient à décaler la sur-diagonale de i rang.

Calculons J`k avec ` ≥mk :

J`k = (λkI +Nk)
` =

mk−1∑
i=0

Ci`λ
`−i
k N i

k

Nk =



0 1 0 0 . . 0
0 0 1 0 . . 0
0 . 0 1 0 . .
0 . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . 1
0 . . . . 0 0


,N 2

k =



0 0 1 0 . . 0
0 0 0 1 . . 0
0 . 0 0 1 .
0 . . . . .
. . . . . . 1
. . . . . . 0
0 . . . . 0 0


,N 3

k =



0 0 0 1 0 . 0
0 0 0 0 1 . 0
0 . 0 0 0 . .
0 . . . . . 1
. . . . . . 0
. . . . . . 0
0 . . . . 0 0


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Ainsi de suite on a :Nmk−2
k =



0 0 0 . . 1 0
0 0 0 . . 0 1
0 . 0 0 . . 0
0 . . . . . 0
. . . . . . 0
. . . . . . 0
0 . . . . 0 0


etNmk−1

k =



0 0 0 . . 0 1
0 0 0 0 . . 0
0 . 0 0 0 . .
0 . . . . . 0
. . . . . . 0
. . . . . . 0
0 . . . . 0 0


Donc J`k =

mk−1∑
i=0

Ci`λ
`−i
k N i

k = C0
`λ

`
kI +C1

`λ
`−1
k Nk +C2

`λ
`−2
k N 2

k + .....+Cmk−1
` λ

`−mk+1
k N

mk−1
k

= λ`kI+`λ`−1
k Nk+

`(` − 1)
2!

λ`−2
k N 2

k +.....+
`(` − 1)(` − 2)....(` −mk + 2)

(mk − 1)!
λ
`−mk+1
k N

mk−1
k

=



λ`k `λ`−1
k

`(` − 1)
2!

λ`−2
k . . .

`(` − 1)(` − 2)....(` −mk + 2)
(mk − 1)!

λ
`−mk+1
k

0 λ`k `λ`−1
k

`(` − 1)
2!

λ`−2
k . .

`(` − 1)(` − 2)....(` −mk + 3)
(mk − 2)!

λ
`−mk+2
k

. 0 . . . . .

. . . . . . .

. . . . . .
`(` − 1)

2!
λ`−2
k

. . . . . . `λ`−1
k

0 . . . . 0 λ`k


— Si on pose p(z) = z` avec ` ≥mk, on constate que :

J`k =



p(λk) p′(λk)
p′′(λk)

2!
. . .

p(mk−1)(λk)
(mk − 1)!

0 p(λk) p′(λk)
p′′(λk)

2!
. .

p(mk−2)(λk)
(mk − 2)!

. 0 . . . . .

. . . . . . .

. . . . . .
p′′(λk)

2!
. . . . . . p′(λk)
0 . . . . 0 p(λk).


D’où p(Jk) = J`k =

mk−1∑
i=0

p(i)(λk)
i!

N i
k = p(λk)I +p′(λk)Nk +

p′′(λk)
2!

N 2 + ....+
p(mk−1)(λk)
(mk − 1)!

N
mk−1
k .

— Si on pose d’une façon générale p(z) = a0 + a1z+ a2z
2 + ....+ a`z

` avec

` ≥mk, alors on a :
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p(z) =
∑̀
j=0

ajqj(z) avec qj(z) = zj

p(Jk) =
∑̀
j=0

ajJ
i
k =

∑̀
j=0

aj

(mk−1∑
i=0

q
(i)
j (λk)

i!
N i
k

)
=

∑̀
j=0

aj

(mk−1∑
i=0

q
(i)
j (λk)

i!
N i
k

)
=
mk−1∑
i=0

(∑̀
j=0

aj
q

(i)
j (λk)

i!

)
N i
k

=
mk−1∑
i=0

p(i)(λk)
i!

N i
k .

Maintenant, on remplace p par une fonction f :Mn(C) −→Mn(C), où f (Jk) est définie

sur les valeurs spectrales, i.e., si f (λk), f
′(λk), f

′′(λk), ..., f
mk−1(λk) existent.

Domaine de Définition de f(A) .

Définition 3.2.1. Soient λ1,λ2,λ3, ......,λs les valeurs propres distinctes de A et ni

l’indice de λi , i.e., la dimension du plus grand bloc de la matrice de Jordan dans

lequel λi apparaît (l’ordre de multiplicité de λi).

f est dite définie sur un voisinage du spectre de A si les dérivées f (j)(λi) existent

pour j = 0 à ni − 1 , i = 1 à s. Les valeurs f (j)(λi) sont appelées valeurs de la fonction f

sur le spectre de A.

Définition de f(A) Soient f : C −→ C etA ∈Mn(C) avec J = X−1AX, où J = diag(J1, J2, ...., Js)

et Ji = Ji(λi) ∈ Mn(C).

Si f est définie sur un voisinage du spectre de A, on pose alors

f (A) = Xf (J)X−1 = Xdiag
(
f (J1(λ1)), f (J2(λ2)), ...., f (Js(λs))

)
X−1, (3.2.2)

où

f (Ji(λi)) =
ni∑
j=0

f (j)(λi)
j!

N
j
i =



f (λi) f ′(λi)
f ′′(λi)

2!
. . .

f (ni−1)(λi)
(ni − 1)!

0 f (λi) f ′(λi)
f ′′(λi)

2!
. .

f (ni−2)(λi)
(ni − 2)!

. 0 . . . . .

. . . . . . .

. . . . . .
f ′′(λi)

2!
. . . . . . f ′(λi)
0 . . . . 0 f (λi)


(3.2.3)
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Exemple 3.2.2. On donne la matrice de Jordan par bloc J =


1
2

1

0
1
2

 et f (x) = x3. On

donne ici f (J) et on vérifie que que f (J) = J3.

On a

J =
(
λ 1
0 λ

)
, f (J) =

(
f (λ) f ′(λ)

0 f (λ)

)

λ =
1
2
, f (

1
2

) =
1
8
, f ′(

1
2

) =
3
4

f (J) =


1
8

3
4

0
1
8

 .
Vérifions que f (J) = J3,

J2 =


1
2

1

0
1
2




1
2

1

0
1
2

 =


1
4

1

0
1
4


J3 =


1
4

1

0
1
4




1
2

1

0
1
2

 =


1
8

3
4

0
1
8

 = f (J)

Exemple 3.2.3. Calcul de eA pour A =


3 −6 4
1
2

0 0

0
1
2

0

.

Cherchons d’abord J , pour cela, calculons l’équation caractéristique

p(λ) = 0 ⇔ det(A − λI) = 0 ⇐⇒∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3−λ −6 4

1
2

−λ 0

0
1
2
−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (3−λ)

∣∣∣∣∣∣∣−λ 0
1
2
−λ

∣∣∣∣∣∣∣− 1
2

∣∣∣∣∣∣∣−6 4
1
2
−λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇔ λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = (λ− 1)3 = 0

Soit λ = 1, n1 = 3. A n’admet qu’une seule valeur propre qui est 1. Cherchons les

vecteurs propres pour pouvoir déterminer le nombre de blocs dans la matrice de J .

Soit E1 le sous espace propre associé au vecteur propre 1, E1 = V ect(1) où V ect(1) est
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l’ensemble des vecteurs propres associés à 1.

Soit Z un vecteur propre associé à 1.

On a : AZ = Z⇔ (A− I)Z = 0⇔


2 −6 4
1
2
−1 0

0
1
2
−1


 xy
z

 =

 0
0
0


Ce qui peut s’écrire


2x − 6y + 4z = 0
1
2
x − y = 0

1
2
y − z = 0 .

⇔


2x − 6y + 4z = 0
x = 2y
y = 2z .

Donc E1 = {(4x,2x,x),x ∈ R} et par suite on a un seul vecteur propre z =

 4
2
1

 , et

la forme de Jordan de A ne possède qu’un seul bloc (s = 1),

J =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1


Cherchons X. On sait que A = XJX−1⇔ AX = XJ où X =

 x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33

.

Après calcul on trouve : X =


1 2 1
1
2

1
2

0
1
4

0 −1

 et X−1 =

 0 0 4
0 2 −4
1 −4 4

,

f (A) = Xf (J)X−1, f (J) = eJ , f (x) = ex , f ′(x) = ex, f ′′(x) = ex

f (J) =


f (λ) f ′(λ)

f ′′(λ)
2!

0 f (λ) f ′(λ)
0 0 f (λ)

 =


e e

e
2

0 e e
0 0 e


eA = XeJX−1 =


1 2 1
1
2

1
2

0
1
4

0 −1



e e

e
2

0 e e
0 0 e


 0 0 4

0 2 −4
1 −4 4

 =


7e
2
−8e 6e

3e
4

−e e
−7e

8
4e

−7e
2

.

On obtient

eA = e


7
2
−8 6

3
4
−1 1

−7
8

1
−7
2

 .
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Remarque 3.2.1. Si A est diagonalisable, alors la forme canonique de Jordan est réduite

à A = XDX−1 avec D = diag(λi) et f (A) = Xf (D)X−1 = Xdiag(f (λi))X
−1.

Donc pour les matrices diagonales, f (A) a les mêmes vecteurs propres que A et ses

valeurs propres sont obtenues en calculant f (λ), λ ∈ Sp(A).

Remarque 3.2.2. f (Ji) peut être obtenue avec la série de Taylor. Supposons que f a un

développement en série de Taylor convergente telle que

f (t) = f (λi) + f ′(λi)(t −λi) +
f ′′(λi)(t −λi)2

2!
+ .....+

f (j)(λi)(t −λi)j

j!
+ .....

or Ji = λiI +Ni . Or Ni est le bloc nilpotent de Jordan, en remplaçant t par Ji ∈Mn(C),

nous obtenons alors une série finie :

f (Ji) = f (λi)I + f ′(λi)(Ji −λiI) +
f ′′(λi)(Ji −λiI)2

2!
+ .....+

f (ni−1)(λi)(Ji −λi)ni−1

(ni − 1)!
+ .....

= f (λi)I + f ′(λi)Ni +
f ′′(λi)

2!
N 2
i + .....+

f (ni−1)(λi)
(ni − 1)!

Nni−1
i car Nni

i = 0.

Conclusion Cette définition de f (A) exige à la fonction f de prendre des valeurs bien

définies sur Sp(A) y compris les valeurs liées aux dériveés de f .

3.2.2 Définition de f (A) par l’interpolation polynomiale

Polynôme minimal

Définition 3.2.2. On appelle polynôme minimal de A le polynôme unitaire ψ de plus

bas degré tel que ψ(A) = 0.

Si f admet un développement en série de Taylor convergente alors d’après la

remarque précédente, on a :

f (t) = f (λi) + f ′(λi)(t −λi) +
f ′′(λi)(t −λi)2

2!
+ .........+

f (ni−1)(λi)(t −λi)ni−1

(ni − 1)!
.

On pose ψ(t) =
s∏
i=1

(t −λi)ni où λ1,λ2,λ3, .....,λs sont des valeurs propres distinctes

de A et ni est l’ordre de multiplicité de λi .

Théorème 3.2.1. Soient p et q deux polynômes de degré m et A ∈Mn(C). Alors, p(A)=q(A)

ssi p et q prennent les mêmes valeurs sur Sp(A).

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



3. Fonctions de matrices 38

Preuve. Supposons p(A) = q(A).

p(A) = q(A)⇒ A est un zéro de d = p − q qui est aussi divisible par le polynôme

minimal ψ. Donc d(A) = ψ(A)t(A) et d(A) = 0⇒ ψ(A) = 0, ce qui veut dire que d prend

la valeur zéro sur Sp(A). D’où p et q prennent les mêmes valeurs sur Sp(A).

Réciproquement, supposons que p et q prennent les mêmes valeurs sur Sp(A).

On a d(A) = p(A)− q(A) = 0 sur Sp(A), donc divisible par le polynôme minimal ψ.

Ainsi, d(A) = ψ(A)t(A) pour un polynôme t et puisque d(A) = ψ(A)t(A) = 0, il s’ensuit

que p(A)− q(A) = 0⇒ p(A) = q(A). �

Ainsi, p(A) est complètement déterminé par les valeurs de p sur Sp(A). Donc on

peut généraliser cette propriété sur une fonction arbitraire f (A) définie de manière

qu’elle soit déterminée par les valeurs de f sur Sp(A).

Définition 3.2.3. (Définition de f (A)) Si f est une fonction définie sur un voisinage

du spectre de A ∈Mn(C) et ψ(A) le polynôme minimal de A alors f (A) = p(A) où p est

un polynôme de degré deg(p) < deg(ψ) = deg(ψA) =
s∑
i=1

ni et satisfait aux conditions

d’interpolation de Hermite :

p(j)(λi) = f (j)(λi) j = 0 : ni − 1 et i = 1 : s (3.2.4)

avec p(t) =
s∑
i=1

(ni−1∑
j=0

1
j!
φ

(j)
i (λi)(t −λi)j

)∏
j,i

(t −λj)nj


où

φi(t) =
f (t)∏

j,i

(t −λj)nj
.

Mais pour une matrice ayant des valeurs propres distinctes (ni ≡ 1, s = n) cette

formule de p(t) est réduite à la formule de Lagrange :

p(t) =
n∑
i=1

f (λi)`i(t), `i(t) =
n∏

j=1j,i

t −λj
λi −λj

(3.2.5)

p(t) peut être obtenu aussi par la formule suivante : f (Ji(λi)) =
ni∑
j=0

f (j)(λi)
j!

N
j
i

en remplaçant Ji par t et sachant que Ni = Ji − λiI :

p(t) = f (λi) + f ′(λi)(t −λi) +
f ′′(λi)(t −λi)2

2!
+ .....+

f (ni−1)(λi)(t −λi)ni−1

(ni − 1)!
(3.2.6)
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Exemple 3.2.4. Soient f (t) = t
1
2 et A =

(
2 2
1 3

)
. Calculer A

1
2 . A-t-on A

1
2 = e

1
2 ln(A) ?

Calculons A
1
2 . det(A−λI) = 0⇔

∣∣∣∣∣2−λ 2
1 3−λ

∣∣∣∣∣ = (2−λ)(3−λ)−2 = 0 ou λ2−5λ+4 = 0.

Soit λ1 = 1, λ2 = 4, i = 1 à 2, s = 2 et n1 = n2 = 1, f (t) = t
1
2 , f (1) = 1, f (4) = 2.

p(t) = f (λ1)
t −λ2

λ1 −λ2
+ f (λ2)

t −λ1

λ2 −λ1
, =

t − 4
−3
− 2

t − 1
3

=
t + 2

3
,

p(t) =
t + 2

3
⇒ p(A) =

1
3

(A + 2I) = f (A), ce qui peut s’écrire : A
1
2 =

1
3

(A + 2I) =

1
3

(
4 2
1 5

)
Le polynôme minimal est ψ(t) = (t − 1)(t − 4).

Posons f (t) = e
1
2 ln(t), f (1) = e

1
2 ln(1) = 1, f (4) = e

1
2 ln(4) = 2.

p(t) = f (λ1)
t −λ2

λ1 −λ2
+ f (λ2)

t −λ1

λ2 −λ1
,

p(t) =
t + 2

3
⇒ p(A) =

1
3

(A + 2I) = f (A).

Finalement f (A) = e
1
2 ln(A) =

1
3

(A+ 2I).

Donc pour que A
1
2 = e

1
2 ln(A) il faut que Sp(A) ⊂ R∗+.

Exemple 3.2.5. Soit A =


3 −6 4
1
2

0 0

0
1
2

0

. Calculer A
1
2 .

Posons f (t) = t
1
2 , f ′(t) =

1
2
t−

1
2 , f ”(t) = −1

4
t−

3
2 . On a det(A − λI) = (λ − 1)3, λ =

1, n1 = 3, j = 0 à 2 .

f (t) = p(t) = f (λ)+f ′(λ)(t−λ)+
f ′′(λ)(t −λ)2

2!
= 1+

1
2

(t−1)− 1
8

(t−1)2, ce qui implique

que p(A) = f (A) = I +
1
2

(A − I) − 1
8

(A − I)2.

On a : A− I =


2 −6 4
1
2
−1 0

0
1
2
−1

, (A− I)2 =


1 −4 4
1
4
−2 2

1
4
−1 1

,

f (A) = A
1
2 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 +


1 −3 2
1
4

1
2

0

0
1
4

1
2

−


1
8
−1

2
1
2

1
16
−1

4
1
4

1
32
−1

8
1
8

 =


15
8

−5
2

3
2

3
16

7
4
−1

4
− 1

32
3
8

11
8

 .
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Remarque 3.2.3. 1 Si λ1 , λ2, alors f
((
λ1 α
0 λ2

))
=

 f (λ1) α
f (λ1)− f (λ2)
λ2 −λ1

0 f (λ2)


2 Si λ1 = λ2 = λ alors f

((
λ1 α
0 λ2

))
=

(
f (λ) αf ′(λ)

0 f (λ)

)
Exemple 3.2.6. On a les égalités suivantes :

— cos2(A) + sin2(A) = I ,

— (A
1
p )p = A,

— eiA = cosA+ isinA.

3.2.3 Définition de f (A) par l’intégrale de Cauchy

Soit A ∈ Mn(C). On définit f (A) par :

f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz, (3.2.7)

où f est une fonction analytique dans un domaine D, tel que Γ entoure D avec Γ ∩D = ∅.

Il n’est pas facile de calculer f (A) explicitement avec cette formule, mais elle conduit

à la démonstration de certains résultats théoriques.

Exemple 3.2.7. Soit A ∈Mn(C), f (t) = et. Calculer f (A) = eA.

Soit l’intégrale f (z) =
1

2πi

∫
Γ

f (t)
(t − z)

dt avec
∣∣∣∣∣zt

∣∣∣∣∣ < 1 sur Γ . On a

1
t − z

=
1
t
× 1

1− zt
=

1
t

∑
k≥0

zk

tk
=

∑
k≥0

zk

tk+1
,

f (z) =
1

2πi

∫
Γ

f (t)
(t − z)

dt =
1

2πi

∫
Γ

f (t)
∑
k≥0

zk

tk+1
dt =

1
2πi

∫
Γ

∑
k≥0

f (t)
tk+1

zkdt.

En posant ak =
1

2πi

∫
Γ

f (t)
tk+1

dt, on a : f (z) =
∑
k≥0

akz
k.

D’autre part ak =
f (k)(0)
k!

donc f (z) =
1

2πi

∫
Γ

f (t)
(t − z)

dt =
∑
k≥0

f (k)(0)
k!

zk,

f (t) = et, f (k)(t) = et, f (k)(0) = 1.
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Finalement, f (z) =
1

2πi

∫
Γ

f (t)
(t − z)

dt =
∑
k≥0

1
k!
zk et en remplaçant z par A, il vient

f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (t)(tI −A)−1dt =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz =
∑
k≥0

Ak

k!
.

D’où f (A) = eA =
∑
k≥0

Ak

k!
avec ρ(A) < 1.

Remarque 3.2.4. Cette série converge normalement sur toute partie bornée de Mn(C).

En effet, Soit E une partie bornée de Mn(C). Il existe donc α ≥ 0 tel que ∀A ∈ E,

‖A‖ ≤ α.

On a alors pour k ∈ N∗ et pour tout A ∈ E, ‖ 1
k!
Ak‖ ≤ 1

k!
‖Ak‖ ≤ 1

k!
αk.

Donc en introduisant le symbole
∑

, on a :

‖
∑
k≥0

1
k!
Ak‖ ≤

∑
k≥0

‖ 1
k!
Ak‖ ≤

∑
k≥0

1
k!
‖Ak‖ ≤

∑
k≥0

1
k!
αk

où
∑
k≥0

1
k!
αK est majorée par eα qui est fini, ce qui montre la convergence.

Théorème 3.2.2. La définition (3.2.2) et la définition (3.2.4) sont équivalentes. Si f est

analytique alors la définition (3.2.7) est équivalente aux deux premières.

Preuve. Démontrons que (3.2.4)⇒ (3.2.2), (3.2.2)⇒ (3.2.7) et (3.2.7)⇒ (3.2.4)

* (3.2.4)⇒ (3.2.2)

Supposons que f (A) = p(A) et p(j)(λi) = f (j)(λi) , j = 0 : ni − 1, i = 1 : s, et

montrons que f (A) = Zf (J)Z−1.

Si A peut s’écrire sous la forme A = ZJZ−1, alors

f (A) = p(ZJZ−1) = Zp(J)Z−1 = Zdiag(p(Ji(λi)))Z
−1 = Zdiag(f (Ji(λi)))Z

−1 = Zf (J)Z−1

, car p(j)(λi) = f (j)(λi) et de plus les valeur de p sur Sp(Ji) constituent un sous ensemble

des valeurs de p sur Sp(A). D’où f (A) = Zf (J)Z−1.

** (3.2.2) ⇒ (3.2.7).

Supposons que f (A) = Zf (J)Z−1 = Zdiag(f (Ji(λi)))Z
−1 et montrons que

f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz.
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On a Jk = λkI +Nk ∈Mmk oú N
nj
k = 0, n1 + n2 + n3 + .....+ ns = N , j = 1 : s,

f (Jk) = f (Jk(λk)) =
ni−1∑
j=0

f (j)(λk)
j!

N
j
k .

On a vu dans l’exemple précédent que ak =
1

2πi

∫
Γ

f (t)
tk+1

dt =
f (k)(0)
k!

(f étant ana-

lytique). Donc au point λk on a :

aj =
f (j)(λk)
j!

=
1

2πi

∫
Γ

f (z)
(z −λk)k+1

dt.

D’autre part,

(zI − Jk)−1 = (zI −λkI −Nk)−1,

((zI −λkI)−Nk)−1 =
1

z −λk
I +

1
(z −λk)2Nk +

1
(z −λk)3N

2
k + .....+

1
(z −λk)ni

Nni−1
k

=
1

z −λk

ni−1∑
j=0

(
Nk
z −λk

)j
=
ni−1∑
j=0

N
j
k

(z −λk)j+1
.

Donc

1
2πi

∫
Γ

f (z)(zI − Jk)−1dz =
ni−1∑
j=0

1
2πi

∫
Γ

f (z)
(z −λk)j+1

N
j
kdz =

ni−1∑
j=0

f (j)(λk)
j!

N
j
k = f (Jk).

D’où en remplaçant Jk par A, on a :

f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz

(3.2.7) ⇒ (3.2.4).

Supposons que f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz où f est analytique et montrons que

f (A) = p(A) où p est un polynôme de degré deg(p) < deg(ψ) =
s∑
i=1

ni et satisfait aux

conditions d’interpolation de Hermites :

p(j)(λi) = f (j)(λi), j = 0 : ni − 1 et i = 1 : s.
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Lemme 3.2.1. f (A) = p(A) si et seulement si

p(j)(λi) = f (j)(λi) j = 0 : ni − 1 et i = 1 : s

pour tout λi ∈ Sp(A) .

Preuve. Soit J = Z−1AZ avec J = diag(J1, J2, ...., Js) = diag(Ji) i = 1 : s .

Donc il est clair f (A) = p(A)⇔ f (Ji) = p(Ji). Par définition,

f (Ji) = f (Ji(λi)) =
ni∑
j=0

f (j)(λi)
j!

N
j
i =



f (λi) f ′(λi)
f ′′(λi)

2!
. . .

f (ni−1)(λi)
(ni − 1)!

0 f (λi) f ′(λi)
f ′′(λi)

2!
. .

f (ni−2)(λi)
(ni − 2)!

. 0 . . . . .

. . . . . . .

. . . . . .
f ′′(λi)

2!
. . . . . . f ′(λi)
0 . . . . 0 f (λi)



=



p(λi) p′(λi)
p′′(λi)

2!
. . .

p(ni−1)(λi)
(ni − 1)!

0 p(λi) p′(λi)
p′′(λi)

2!
. .

p(ni−2)(λi)
(ni − 2)!

. 0 . . . . .

. . . . . . .

. . . . . .
p′′(λi)

2!
. . . . . . p′(λi)
0 . . . . 0 p(λi)


= p(Ji).

Donc f (Ji) = p(Ji) pour tout i = 1 : s si et seulement si p(j)(λi) = f (j)(λi) . (CQFD)

Ainsi

f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz =
1

2πi

∫
Γ

p(z)(zI −A)−1dz = p(A).

D’où l’équivalence des trois définitions de f (A). �

Remarque 3.2.5. — f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz

On a
dmf

dzm
(A) =

m!
2πi

∫
Γ

f (z)
(
(zI −A)−1

)(m+1)

dz
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— La premiere définition de f (A) facilite la résolution des équations matricielles de

la forme X2 = A et eX = A et les équations différentielles contenant des dérivées

de très grand ordre.

— La deuxième définition de f (A) fournit la manière la plus simple de l’obtenir.

— La troisième définition peut être généralisée aux opérateurs.

3.2.4 Propriétés élémentaires de f (A)

Soient A ∈ Mn(C) et f une fonction définie sur un voisinage de Sp(A). On a les

propriétés suivantes :

1. f (A)A = Af (A) : , f (A) permute avec A,

2. f (At) = f (A)t,

3. pour Z inversible, f (ZAZ−1) = Zf (A)Z−1,

4. f (diag(A1,A2,A3, ....,Am)) = diag(f (A1), f (A2), f (A3)......, f (Am)).

5. Soient f et g définies sur un voisinage de Sp(A)

(a) Si h(t) = f (t) + g(t) alors h(A) = f (A) + g(A),

(b) Si h(t) = f (t)g(t) alors h(A) = f (A)g(A).

6. Supposons que f admet un développement en série de Taylor

f (z) =
+∞∑
k=0

f (k)(α)
k!

(z −α)k =
+∞∑
k=0

ak(z −α)k

de rayon de convergence R. Si A ∈Mn(C) alors f (A) est définie par

f (A) =
+∞∑
k=0

ak(A−αI)k si et seulement si les λi , (i = 1 : s) satisfont aux conditions

suivantes :

(a) |λi −α| < R,

(b) |λi −α| = R et la série f ni−1(λ) où ni est l’indice de λi est convergente au point

λ = λi , (i = 1 : s)
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7. Si f est analytique sur un ouvertΩ ⊆ C, f (A) ∈Mn(C) etD = {A ∈Mn(C),Sp(A) ⊆Ω

alors

(a) f (A∗) = f (A)∗ pour tout A ∈ D

(b) f (A) = f (A) pour tout A ∈ D

(cf.[62])

3.3 Quelques particularités sur les matrices

3.3.1 Décomposition en valeurs singulières d’une matrice

Nous donnons la définition avec A ∈Mm,n(R) (resp.c A ∈Mm,n(C)).

La décomposition en valeurs singulières ("Singular value decomposition" ou SVD)

repose sur un théorème d’Algèbre linéaire qui dit qu’une matrice rectangulaire peut

être exprimée comme le produit de 3 matrices : une matrice orthogonale U (unitaire),

une matrice diagonale Σ et la transposée d’une matrice ortogonale V t (unitaire V ∗)

A =UΣV t. (3.3.8)

U ∈ Mm,m(R), Σ ∈ Mm,n(R), V t ∈ Mn,n(R) (resp. U ∈ Mm,m(C), Σ ∈ Mm,n(C), V ∗ ∈

Mn,n(C)), où

UU t = I, et V tV = I respectivement (UU ∗ = I, et V ∗V = I).

Les colonnes de U sont des vecteurs orthogonaux de AAt (resp. de AA∗).

Les colonnes de V sont des vecteurs orthogonaux de AtA (resp. de A∗A) et Σ est

une matrice diagonale qui contient les racine carrées des valeurs propres de U ou

de V en ordre décroissant.

Σ = diag(σ1,σ2,σ3, . . .σp) avec p =min(m,n), σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ . . . ≥ σp ≥ 0.

Exemple 3.3.1. Décomposons en valeurs singulières la matrice suivante :

A =
(

3 1 1
−1 3 1

)
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Trouvons d’abord U en calculant AAt

AAt =
(

3 1 1
−1 3 1

) 3 −1
1 3
1 1

 =
(

11 1
1 11

)
Cherchons maintenant les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants de

AAt. L’équation aux valeurs propres s’écrit :(
11 1
1 11

)(
x1
x2

)
= λ

(
x1
x2

)
⇔

{
(11−λ)x1 + x2 = 0
x1 + (11−λ)x2 = 0 .

Cherchons les valeurs propres en égalisant le déterminant de la matrice des coefficients à

0 : ∣∣∣∣∣ 11−λ 1
1 11−λ

∣∣∣∣∣ = 0⇔ (11−λ)2 − 1 = 0.

Ce qui peut s’écrire : λ2−22λ+120 = 0 ou encore (λ−12)(λ−10) = 0⇒ λ = 10 ou λ =

12.

Les valeurs propres de A sont λ = 10 et λ = 12.

En remplaçant les valeurs propres de A dans les éqautions de départ, nous pouvons

calculer les vecteurs propres associés. Pour la valeur propre λ = 10, on peut écrire

(11− 10)x1 + x2 = 0⇔ x1 = −x2

Ce qui est vraie pour un grand nombre de valeurs. On choisit x1 = 1 et alors x2 = −1.

On a donc λ1 = 10 et v1 =
(

1
−1

)
.

Pour la valeur propre λ = 12 on a :

(11− 12)x1 + x2 = 0⇔ x1 = x2

donc en prenant x1 = 1, on a x2 = 1 et

λ2 = 12 et v2 =
(

1
1

)
.

Les vecteurs v1 et v2 deviennent les colonnes d’une matrice ordonnée en fonction des

valeurs propres décroissantes. On a donc

(v2,v1) =
(

1 1
1 −1

)
.
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Il faut donc convertir cette matrice en matrice orthogonale. On le fait par une procédure

d’orthogonalisation de Gram-Shmidt. Cette approche consiste à orthonormaliser (rendre

orthogonal + normée) le premier vecteur et d’orthonormaliser ensuite les autres vecteurs

en termes d’eux mêmes auxquels on soustrait une multiplication avec les vecteurs

déjà normalisées. Plus précisement, si on a un ensemble de vecteurs u1,u2,u3, . . . ,uθ−1,

alors on peut écrire :

wθ = vθ −
θ−1∑
i=1

ui · vθ ∗ui et uθ =
wθ
‖wθ‖

,

où "∗" est le produit d’un scalaire avec un vecteur et "·" est le produit scalire.

Par le procédé de Gram-Schmidt, on prend

u1 = w1, v1 = (1,1)t, v2 = (1,−1)t

u1 =
w1

‖w1‖
=

v1

‖v1‖
=

(1,1)t
√

12 + 12
=

(
1
√

2
,

1
√

2

)t
.

Dans les calculs, on peut être amené à prendre souvent ut1 = u1 pour raison de com-

modité.

w2 = v2 −u1 · v2 ∗u1 = (1,−1)t −
(

1
√

2
,

1
√

2

)
(1,−1)t ∗

(
1
√

2
,

1
√

2

)

= (1,−1)t − 0 ∗
(

1
√

2
,

1
√

2

)
= (1,−1)t

u2 =
w2

‖w2‖
=

(
1
√

2
,− 1
√

2

)t
On a donc pour

U =


1
√

2

1
√

2
1
√

2
− 1
√

2

 .
Le calcul de V est similaire et se fait sur AtA

AtA =

 3 −1
1 3
1 1


(

3 1 1
−1 3 1

)
=

 10 0 2
0 10 4
2 4 2

 .
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Les valeurs propres de AtA se calculent avec
10x1 + 0x2 + 2x3 = λx1
0x1 + 10x2 + 4x3 = λx2
2x1 + 4x2 + 2x3 = λx3

⇔


(10−λ)x1 + 0x2 + 2x3 = 0
0x1 + (10−λ)x2 + 4x3 = 0
2x1 + 4x2 + (2−λ)x3 = 0

Si on fixe le déterminant on a :

λ(λ− 10)(λ− 12) = 0⇒ λ = 0 ou λ = 10 ou λ = 12.

Donc les valeurs propres de AtA sont : λ1 = 12, λ2 = 10 et λ3 = 0. Cherchons les vecteurs

propres associés.

Pour λ1 = 12 on peut écrire (10− 12)x1 + 2x3 = 0⇔−2x1 + 2x3 = 0

En choisissant x1 = 1 et x3 = 1 on trouve x2 = 2 et donc

λ1 = 12, v1 =

 1
2
1

 .
On procède de même sur λ2 et λ3 et on trouve :

λ2 = 10, v2 =

 2
−1
0

 et λ3 = 0, v3 =

 1
2
−5

 .
On utilise les vi comme les vecteurs colonnes d’une matrice ordonnés par λi décrois-

sants :  1 2 1
2 −1 2
1 0 −5


On orthonormalise par Gram-Schmidt,

u1 =
w1

‖w1‖
=

v1

‖v1‖
=

(
1
√

6
,

2
√

6
,

1
√

6

)t
et

w2 = v2 −u1 · v2 ∗u1 = (2,−1,0)t⇒ u2 =
(

2
√

5
,− 1
√

5
,0

)t
w3 = v3 −u1 · v3 ∗u1 −u2 · v3 ∗u2 = (1,2,−5)t⇒ u3 =

(
1
√

30
,

2
√

30
,− 5
√

30

)t
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et donc

V =



1
√

6

2
√

5

1
√

30
2
√

6
− 1
√

5

2
√

30
1
√

6
0 − 5

√
30


⇒ V t =



1
√

6

2
√

6

1
√

6
2
√

5
− 1
√

5
0

1
√

30

2
√

30
− 5
√

30


.

Pour la matice Σ, on prend la racine carrée des valeurs propres non-nulles et on

les place sur la diagonale en ordre

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ . . . ≥ σp ≥ 0.

Les valeurs propres de U et V sont toujours les mêmes et peu impotre de quelle

matrice U ou V on les prend.

Σ =
( √

12 0 0
0
√

10 0

)
D’où

A =UΣV t =


1
√

2

1
√

2
1
√

2
− 1
√

2


( √

12 0 0
0
√

10 0

)


1
√

6

2
√

6

1
√

6
2
√

5
− 1
√

5
0

1
√

30

2
√

30
− 5
√

30


=

(
3 1 1
−1 3 1

)
.

3.3.2 Matrice de Heisenberg

Définition 3.3.1. Une matrice Hm = [hi,j , 1 ≤ i, j ≤ m] est dite matrice de Heisenberg

supérieure si hi,j = 0 pour j + 1 < i, i.e.,

Hm =



h1,1 h1,2 . . . h1,m−1 h1,m
h2,1 h2,2 . . . h2,m−1 h2,m

0 h3,2 . . . h3,m−1 h3,m
0 0 h4,3 . . h4,m−1 h4,m
. . . . . . .
. . . . . . .
0 0 . . . hm,m−1 hm,m


Si hj+1,j , 0 avec j = 1,2,3, ....,m− 1 alors Hm est dite irréductible.
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3.4 Evaluation numérique de f (A)v

3.4.1 Introduction

Etant donné une matrice A ∈ Mn(C) et un vecteur v ∈ Cn, nous menons l’étude

sur des systèmes de la forme :

u = f (A)v, (3.4.9)

c’est-à-dire, l’action de f (A) sur un vecteur v, A une matrice symétrique positive

(ou définie positive) de grande taille et f une fonction suffisamment régulière (ou

analytique) sur le spectre de A. Nous voulons calculer le produit f (A)v où f est une

fonction de matrice définie sur le spectre de A. Il est possible de calculer f (A) avec

les trois définitions vues dans le chapitre précédent :

— la forme canonique de Jordan ;

— l’interpolation polynômiale ;

— l’intégrale de Cauchy.

Mais si A est de très grande taille il n’est pas toujours évident de pouvoir calculer

f (A), puis le produit f (A)v. Nous proposons donc une méthode d’approximation

numérique pour l’approximation de f (A) basée sur les sous espaces de Krylov de

A et de v. L’avantage de cette méthode est qu’elle nécessite seulement la connaissance

de A pour le calcul f (A)v. Pour certaines fonctions telles que la fonction exponentielle

et la fonction inverse, elle converge simplement.

3.4.2 Méthodes de projection de Krylov

La résolution de systèmes linéaires repose, dans la plupart des codes de calcul,

sur l’utilisation de méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov dont les

représentants les plus connus sont la méthode de Lanczos pour les matrices symétriques

définies positives et la méthode d’Arnoldi. Ceci est dû à leur efficacité sur une grande

variété de problèmes.
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Définition 3.4.1. (Sous espaces de Krylov) Le m-sous espace de Krylov de A ∈Mn(C)

et v ∈ Cn, v , 0 est défini par :

Km = Km(A,v) = vect{v,Av,A2v, .......,Am−1v} = {p(A)v,p ∈ Pm−1}, (3.4.10)

où vect{.} désigne l’ensemble des combinaisons linéaires des éléments qui se trouvent

entre accolade et Pm−1 l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à m− 1.

Lemme 3.4.1. Le polynôme minimal de A par rapport à v ∈ Cn est donné par :

ψA,v(t) =
s∏
i=1

(t −λi)li ∈ PL, où L = deg(ψA,v) =
s∑
i=1

li , 0 ≤ li ≤ ni ,

li dépend de v aussi bien que de A et λ1,λ2,λ3, ......,λs les valeurs propres distinctes de A,

ni étant la dimension du plus grand bloc de la matrice de Jordan dans le quel λi apparaît

(l’ordre de multiplicité de λi).

Preuve. Montrons d’abord l’unicité de ψA,v. Supposons qu’il existe un autre po-

lynôme minimal χA,v de A par rapport à v.

Par définition on a : deg(ψA,v) = deg(χA,v) et par conséquent on peut poser

p = α(χA,v −ψA,v) qui est polynôme unitaire avec α ∈ C∗. Donc p(A)v = 0 et

deg(p) < deg(ψA,v), ce qui est contradictoire car ψA,v a le plus bas degré.

Supposons maintenant que ψA,v contienne un facteur de la forme (t − λ̃i), où

λ̃i < Sp(A). Donc (A − λ̃iI) est inversible et par définition de ψA,v, on a :

(A− λ̃iI)−1ψA,v(A)v = 0.

D’autre part, deg((t− λ̃i)−1ψA,v) < deg(ψA,v). Ce qui est contradictoire avec ψA,v mini-

mal.

On a donc :

ψA,v(t) =
s∏
i=1

(t −λi)li .

�

Remarque 3.4.1. On a deg(ψA,v) ≤ deg(ψA)
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Théorème 3.4.1. (cf.[77]) Pour tous polynômes p et q et une matrice A ∈Mn(C),

p(A)v = q(A)v si et seulement si

p(j)(λi) = q(j)(λi), j = 0 : li − 1, i = 1 : s avec 0 ≤ li ≤ ni .

Théorème 3.4.2. (cf. [62]) Soient A ∈Mn(C), ψA,v le polynôme minimal de A par rapport

à v ∈ Cn. Si f est une fonction définie sur le Sp(A), alors f (A)v = q(A)v, où q est l’unique

polynôme d’interpolation d’Hermite de degré

deg(q) ≤ deg(ψA,v) =
i=1∑
s

li

et satisfait aux conditions d’interpolation de Hermite :

q(j)(λi) = f (j)(λi), j = 0 : li − 1, i = 1 : s.

D’après le théorème 3.4.2, on a :f (A)v ∈ KL(A,v) où l’indice

L = L(A,v) = deg(ψA,v) ∈ N

est le plus petit nombre pour lequel KL(A,v) = KL+1(A,v).

Proposition 3.4.1. Si Amv ∈ Km alors Am+rv ∈ Km, pour tout r > 0.

Preuve. Supposons Amv ∈ Km. Raisonnons par récurrence.

Par définition, Km = Km(A,v) = vect{v,Av,A2v, .......,Am−1v} et

Amv ∈ Km⇒ Amv =
m−1∑
k=0

αkA
kv, avec A0 = I .
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Pour r = 1, on a

Am+1v = A(Amv)

= A
(m−1∑
k=0

αkA
kv

)
=
m−1∑
k=0

αkA
k+1v

=
m−2∑
k=0

αkA
k+1v +αm−1A

mv

=
m−2∑
k=0

αkA
k+1v +αm−1

m−1∑
k=0

αkA
kv

=
m−2∑
k=0

αkA
k+1v +αm−1α0v +αm−1

m−1∑
k=1

αkA
kv

=
m−2∑
k=0

αkA
k+1v +αm−1α0v +αm−1

m−2∑
k=0

αk+1A
k+1v

= αm−1α0v +
m−2∑
k=0

(αk +αm−1αk+1)Ak+1v

= αm−1α0v +
m−1∑
k=1

(αk−1 +αm−1αk)A
kv.

Posons β0 = αm−1α0, βk = αk−1 +αm−1αk , k = 1 :m− 1.

On a :

Am+1v =
m−1∑
k=0

βkA
kv ∈ Km.

Donc pour r = 1, la relation est vraie.

Supposons que pour r ≥ 1, Am+rv ∈ Km et montrons que Am+r+1v ∈ Km.

Am+rv ∈ Km⇒ Am+rv =
m−1∑
k=0

γkA
kv
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et donc

Am+r+1v = A(Am+rv)

=
m−1∑
k=0

γkA
k+1v

=
m−2∑
k=0

γkA
k+1v +γm−1A

mv

=
m−2∑
k=0

γkA
k+1v +γm−1

m−1∑
k=0

γkA
kv

=
m−2∑
k=0

γkA
k+1v +γm−1γ0v +γm−1

m−1∑
k=1

γkA
kv

=
m−2∑
k=0

γkA
k+1v +γm−1γ0v +γm−1

m−2∑
k=0

γk+1A
k+1v

= γm−1γ0v +
m−2∑
k=0

(γk +γm−1γk+1)Ak+1v

= γm−1γ0v +
m−1∑
k=1

(γk−1 +γm−1γk)A
kv.

En posant σ0 = γm−1γ0 et σk = γk−1 + γm−1γk, On obtient :

Am+r+1v =
m−1∑
k=0

σkA
kv, et par suite Am+r+1v ∈ Km.

En conclusion, Am+rv ∈ Km, pour tout r > 0. �

3.4.3 Principe de fonctionnement

Soit A la matrice (n,n) du système à résoudre, v un vecteur quelconque, on note :

Km = Km(A,v) = vect{v,Av,A2v, .......,Am−1v} le sous-espace de Krylov engendré par A et

v.

Vm est la matrice des vecteurs d’une base de Km(A,v), {v1, ...,vm}.

Construction de Vm

Pour la construction de la base {v1, ...,vm} de Km(A,v), on utilise l’algorithme d’Ar-

noldi ou l’algorithme de Lanczos si la matrice A est symétrique.
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Soit A = VHV ∗, où V est orthogonale. Alors V ∗AV =H (matrice Heisenberg). Posons

V = [v1,v2, ...,vm], on a : AV = VH alors

Avj =
j+1∑
i=1

hi,jvi j = 1 :m− 1.

Ce qui peut s’écrire

Avj =
j∑
i=1

hi,jvi + hj+1,jvj+1⇔ hj+1,jvj+1 = Avj −
j∑
i=1

hi,jvi = wj .

Comme V est unitaire, hi,j = v∗iAvj , i = 1 : j.

Supposons que wj , 0, vj+1 = wj /hj+1,j avec hj+1,j = ‖wj‖2.

Comme Avj =
j+1∑
i=1

hi,jvi on a :

vect{v1,v2, ...,vj} = vect{v1,Av1, ...,A
j−1v1}.

Donc cette procédure produit une séquence de vecteurs orthonormaux v1,v2, ...,vm

tels que pour chaque j, les vecteurs v1,v2, ...,vj constituent des sous-espaces de Krylov.

Ces vecteurs constituent la base orthonormale d’Arnoldi {vi}
j
i=1 du sous espace de Krylov

Km(A,v1).

D’après la méthode d’Arnoldi, on a, à l’étape m, la factorisation suivante :

AVm = Vm+1Hm+1,m = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m.

3.5 Approximation de f (A)v par la méthode des sous es-
paces de Krylov

Considérons fm = p(A)v ∈ Km l’approximation de f (A)v. Pour chercher cette approxi-

mation, on utilise la méthode d’Arnoldi, basée sur la décomposition de Km.

Soit

Km = Km(A,v) = vect{v,Av,A2v, .......,Am−1v}.

Les vecteurs colonnes de ces matrices ne sont pas orthogonaux mais nous pouvons

extraire une base orthogonale par la méthode d’orthogonalisation de Gram-Schimdt.
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Mais il se trouve que cette méthode n’est pas toujours stable. D’où l’utilisation de

l’algorithme d’Arnoldi qui permet de garantir la stabilité de la méthode de Gram-

Schimdt et qui consiste à calculer recursivement la mise de A sous la représentation

unitairement semblable H , H étant de type Heisenberg.

Nous nous plaçons dans le cas où dim(Km(A,v)) = m.

3.5.1 Procédure d’Arnoldi : Algorithme

La méthode d’Arnoldi est une méthode de projection orthogonale sur un sous-espace

de Krylov permettant de construire, pour toute matrice A, une base orthonormale du

sous-espace et une matrice de Heisenberg. La construction est basée sur la multi-

plication successive d’un vecteur initial v par la matrice A et l’orthonormalisation

par une procédure de Gram-Schmidt modifiée appliquée aux vecteurs obtenus, se-

lon le schéma suivant :

v1 =
v

‖v‖
, −→ v2 = Av1  v2 =

v2

‖v2‖
,

· · · −→ vm = Avm−1  vm =
vm
‖vm‖

.
(3.5.11)

Soient A ∈ Mn(C), v1 ∈ Cn. Cet Algorithme calcule la factorisation de A sous la

forme AV = VH , où V ∈Mn,m(C) (m = deg(ψA,v1
) ≤ n) de colonnes orthonormales et

H ∈ Mm(C) Heisenberg supérieur. C’est-à-dire il calcule une base orthogonale d’un

espace de Krylov engendré par (v,Av,A2v, ....,Am−1v) par la méthode d’Arnoldi et

renvoie cette base stockée en vecteurs colonnes dans V et la matrice Heisenberg des

coefficients d’orthogonalisation dans H . On Choisit un vecteur v1

Algorithme d’Arnoldi

1: Données A, v, m

2: Résultats Vm, Hm

3: v1 =
v
‖v‖2

−→ initialisation

4: for j = 1 : n do

5: w := Avj
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6: for i = 1 : j do

7: hi,j := v∗iw

8: w := w − hi,jvi −→ orthogonalisation de w, hi,j = (Avj ,vi), i ≤ j

9: end for

10: hj+1,j := ‖w‖2 −→ hj+1,j = 0 si j =m

11: if hj+1,j > 0 then

12: vj+1 :=
w

hj+1,j
13: else

14: vj+1 := 0

15: end if

16: end for

A la sortie on a Vm = [v1, ....,vm], vm+1, Hm = (hi,j) 1 ≤ i, j ≤ m, hm+1,m, où les

(vi)i=1,2,...,j sont les vecteurs du système orthonomé trouvé à l’étape m− 1. Les vecteurs

sont calculés récursivement.

La matrice Vm est alors une base d’un sous espace invariant associé à A. On obtient

donc une base orthonormée de Km(A,v).

Les hi,j sont calculées par l’Algorithme et donne une matrice de type Heisenberg

supérieure.

On a ensuite Hm = V ∗mAVm. La matrice Hm est donc la représentation de la base formée

par les vecteurs d’Arnoldi de la projection orthogonale de A sur les sous-espaces de Kry-

lov.

Hm =



h1,1 h1,2 . . . h1,m−1 h1,m
h2,1 h2,2 . . . h2,m−1 h2,m

0 h3,2 . . . h3,m−1 h3,m
0 0 h4,3 . . h4,m−1 h4,m
. . . . . . .
. . . . . . .
0 0 . . . hm,m−1 hm,m


. (3.5.12)

Le problème a une solution si seulement si l’itération d’Arnoldi s’arrête. L’Algorithme

d’Arnoldi s’arrête lorsque hm+1,m = 0.

L’interêt de la méthode d’Arnoldi pour les grandes matrices (n > 103) est de pouvoir
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stopper le processus à l’étape m×n et de travailler avec H de taille m×m ou (m+ 1)×m.

L’écriture matricielle du procédé d’Arnoldi conduit à la relation :

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m, (3.5.13)

ou encore

AVm = Vm+1H̃m+1,m. (3.5.14)

Soit

A[v1,v2, ...,vm] = [v1,v2, ...,vm,vm+1]H̃m+1,m.

Avec

H̃m+1,m =



h1,1 h1,2 . . . h1,m−1 h1,m
h2,1 h2,2 . . . h2,m−1 h2,m

0 h3,2 . . . h3,m−1 h3,m
0 0 . . . . .
. . . . . . .
. . . . . hm,m−1 hm,m
0 0 . . . . hm+1,m


(3.5.15)

=



(Av1,v1) (Av2,v1) . . . . (Avm,v1)
(Av1,v2) (Av2,v2) . . . . (Avm,v2)

0 (Av2,v3) . . . . (Avm,v3)
0 0 . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . (Avm,vm)
0 0 . . . . (Avm,vm+1)


(3.5.16)

Nous définissons Hm = [hi,j ,1 ≤ i, j ≤ m] en délogeant le dernier rang de H̃m+1,m

une matrice Heisenberg supérieure. Donc

A[v1,v2, ...,vm] = [v1,v2, ...,vm,vm+1]H̃m+1,m

peut s’écrire comme

A[v1,v2, ...,vm] = [v1,v2, ...,vm,vm+1]Hm + hm+1,mvm+1e
T
m.

En remplaçant Vm = [v1, ....,vm] on a :

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m

où Hm = (hi,j) et em = [0,0, ....,0,1]T , em ∈ Rm vecteur dont la mieme composante est 1.
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Corollaire 3.5.1. Si m = n, alors AVn = VnHn et Hn est unitairement semblable à A .

Remarque 3.5.1. On dit que Hm est la compression (ou projection) de A sur Km.

Elle représente le calcul de A sur Km par rapport à la base d’Arnoldi {vi}
j
i=1 avec

j = 1,2,3, ...,m. On peut poser

vect{v1,v2, ...,vj} = vect{v1,Av1, ...,A
j−1v1},

car la procédure d’Arnoldi produit une séquence de vecteurs orthonormaux v1,v2, ...,vm

tels que pour chaque n, les vecteurs v1,v2, ...,vn constituent les sous-espaces de Krylov.

Ces vecteurs constituent la base orthonormale d’Arnoldi {vi}
j
i=1 du sous espace de Krylov

Km(A,v1).

3.5.2 Approximation d’Arnoldi de f (A)v

Trouvons l’approximation de f (A)v par le procédé d’Arnoldi en prenant

v1 =
v
‖v‖2

.

Lemme 3.5.1. Pour m < n fixé et

p(z) = amz
m + am−1z

m−1 + ......+ a1z+ a0 ∈ Pm,

avec AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m on a :

p(A)v = ‖v‖Vmp(Hm)e1 + ‖v‖amαmvm+1, avec αm =
m∏
j=1

hj+1,j . (3.5.17)

En particulier, pour tout p ∈ Pm−1 on a :

p(A)v = ‖v‖Vmp(Hm)e1. (3.5.18)

Preuve. Il est suffisant de montrer ces résultats pour p(z) = zj , i.e.,

Ajv = ‖v‖VmH
j
me1 pour j < m

et

Amv = ‖v‖VmHm
m e1 + ‖v‖αmvm+1.
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Par construction de la base d’Arnoldi on a : v = ‖v‖Vme1.

Montrons que Ajv = ‖v‖VmH
j
me1 . Raisonnons par récurrence.

Pour j = 0, on a A0v = ‖v‖VmH0
me1 ⇔ v = ‖v‖Vme1 vraie.

Supposons la relation est vraie à l’ordre k − 1 et montrons qu’elle est aussi vraie à

l’ordre k.

Akv = A(Ak−1v) = A(‖v‖VmHk−1
m e1) = ‖v‖(AVm)Hk−1

m e1

= ‖v‖(VmHm + hm+1,mvm+1e
t
m)Hk−1

m e1

Akv = ‖v‖VmHk
me1 + ‖v‖hm+1,mvm+1e

t
mH

k−1
m e1

= ‖v‖VmHk
me1 + ‖v‖hm+1,m(etmH

k−1
m e1)vm+1.

En posant αm = hm+1,m(etmH
k−1
m e1) on a :

Akv = ‖v‖VmHk
me1 + ‖v‖αmvm+1.

Or

etmH
k−1
m e1 =


0, k<m ;
m−1∏
j=1

hj+1,j , k=m.

(cf.[77])

Pour k < m, Akv = ‖v‖VmHk
me1.

Pour k =m, Amv = ‖v‖VmHm
m e1 + ‖v‖αmvm+1. �

Définition 3.5.1. (Approximation d’Arnoldi) Soit f une fonction définie pour Hm.

L’approximation d’Arnoldi d’ordre m de f (A)v est définie comme

fm = ‖v‖Vmf(Hm)e1. (3.5.19)

L’Algorithme d’obtention de cette approximation fm peut être résumé par :

Algorithme. Données : A ∈ Mn(C), v ∈ Cn et m < n.

Résultat : L’approximation d’Arnoldi fm.

1. On détermine Vm, Hm utilisées dans la procédure d’Arnoldi.
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2. On pose fm = ‖v‖Vmf (Hm)e1.

Remarque 3.5.2. 1. La dimension du problème qui était de n est réduite à m,

f (A)v ' ‖v‖Vmf (Hm)e1 = fm, Vm est la base orthonormale de Krylov et

v = ‖v‖Vme1.

2. On n’a besoin que de la première colonne de f (Hm) car on prend le produit

f (Hm)e1 sinon le calcul de f (Hm) demeure toujours un petit problème si on ne

connaît pas les valeurs propres de Hm.

3. Même si nous supposons que f est définie sur le Sp(A), Hm peut avoir des valeurs

propres en des points où f n’est pas définie. Dans ce cas f (Hm) n’est pas défini et

par conséquent on ne pourra pas déterminer l’approximation d’Arnoldi d’ordre m.

Conclusion Dans le cas de données exactes on pose l’approximation de u = f (A)v par

la projection sur les sous-espaces de Krylov, on a :

— Pour m = n, La méthode d’Arnoldi nous fournit une formule très pratique pour

son calcul en posant v1 =
v
‖v‖

et en calculant

f (A)v = Vnf (Hn)V ∗nv = ‖v‖Vnf (Hn)e1 (3.5.20)

avec v = ‖v‖Vne1.

En effet :

D’après la définition de f (A) par la formule d’intégrale de Cauchy on a :

f (A) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1dz

où f est une fonction analytique dans un domaine D, tel que Γ entoure D avec

Γ ∩D = ∅.

On a

f (A)v =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1vdz.

D’autre part

zI −Hm = zI −V t
mAVm = z(V t

mVm)−V t
mAVm = V t

m(zVm −AVm) = V t
m(zI −A)Vm,
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et

(zI −Hm)−1 = V −1
m (zI −A)−1(V t

m)−1 = V t
m(zI −A)−1Vm.

Donc

f (Hm) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −Hm)−1dz =
1

2πi

∫
Γ

f (z)(V t
m(zI −A)−1Vm)dz.

Par suite

‖v‖Vmf (Hm)e1 =
1

2πi

∫
Γ

f (z)‖v‖(VmV t
m(zI −A)−1V t

me1)dz

=
1

2πi

∫
Γ

f (z)(zI −A)−1(‖v‖V t
me1)dz = f (A)v

— Pour m << n, on le projette sur un sous espace de Krylov de dimension

m << n, pour obtenir f (A)v ' ‖v‖Vmf (Hm)e1 car

f (A)v = f (A)VkV
t
k v ' VkV

t
k f (A)VkV

t
k v ' Vkf (V t

kAVk)V
t
k v = Vk‖v‖f (Hk)ek .

L’Approximation de Krylov est de la forme

fk = ‖v‖Vkf (Hk)e1. (3.5.21)

Exemple 3.5.1. Déterminons la matrice Vm, Hm et fm pour la matrice

A =



1 2 3 4 5 6
2 3 4 6 7 3

12 20 13 11 24 0
1 0 0 4 6 8
6 3 2 1 9 4
8 7 6 5 4 1


, v =



2
1
3
4
6
7


et f (x) = ex. On prend n = 6 et m = 1 : 5.

On utilise l’Algorithme d’Arnoldi avec

fm = ‖v‖Vmf (Hm)e1 = βVmf (Hm)e1

On a :

V5 =



0.1865 0.2168 −0.3203 0.8897 0.1351 −0.0759
0.0933 0.3421 −0.1803 −0.0251 −0.5124 0.7607
0.2798 0.8283 0.3631 −0.1734 0.1679 −0.2133
0.3730 0.0462 −0.6561 −0.3133 −0.3412 −0.4622
0.5595 −0.1749 −0.2034 −0.2128 0.6462 0.3900
0.6528 −0.3423 0.5110 0.1851 −0.3963 −0.0658


Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



3. Fonctions de matrices 63

H5 =



24.7565 9.7575 −9.1742 3.7422 2.4835 0
22.1476 11.5986 −11.3695 −3.1973 4.1546 0

0 11.5242 −6.8678 1.6609 1.2044 0
0 0 2.0322 −0.6344 −2.5060 0
0 0 0 1.5132 3.2580 0
0 0 0 0 1.1345 0



f (H5) =



3.8448× 1013 1.1635× 1013 −1.2502× 1013 0.2880× 1013 0.4310× 1013 0
3.6476× 1013 1.1038× 1013 −1.1861× 1013 0.2733× 1013 0.4089× 1013 0
1.0999× 1013 0.3329× 1013 −0.3576× 1013 0.0824× 1013 0.1233× 1013 0
0.0694× 1013 0.0210× 1013 −0.0226× 1013 0.0052× 1013 0.0078× 1013 0
0.0037× 1013 0.0011× 1013 −0.0012× 1013 0.0003× 1013 0.0004× 1013 0
0.0001× 1013 0.000041× 1013 −0.000044× 1013 0.000010× 1013 0.000015× 1013 1


,

e1 =



1
0
0
0
0
0


, f5 =



1.3058× 1014

1.5060× 1014

4.8095× 1014

0.9200× 1014

1.3696× 1014

1.9673× 1014



1 2 3 4 5 6
0.5
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Figure 3.1: Représentation graphique de fm ' f (A)v = eAv.

La figure 2.1 montre l’Approximation de f (A)v par l’Algorithme d’Arnoldi avec

f (x) = ex.

Tentons de trouver un moyen pour pouvoir déterminer f (Hm) d’une façon plus générale.
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3.5.3 Valeurs de Ritz

Soit 1 ≤m ≤ n. Les valeurs propres de la matrice Hm sont appelées valeurs Ritz(m)

de A.

En pratique, le calcul des couples propres d’une matrice carrée A est un travail souvent

fastidieux, c’est pour cela, il est commode de calculer les couples de Ritz qui peuvent

être considérés comme des bonnes approximations à une certaine précision. Cette

approche est bien justifiée théoriquement et numériquement.

Soient (λi)
n
i=1 les valeurs propres de la matrice A et (βi)

m
i=1 les valeurs propres de Hm si

A = At d’après Golub et Van Loan [29] (voir aussi, [77]) on a la localisation suivante :

λmin ≤ β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βm ≤ λmax

Chaque intervalle (−∞,β1], [β1,β2], [β2,β3], · · · , [βm−1,βm], [βm,+∞) contient au moins

une valeur propre de A. Ceci montre que les valeurs de Ritz (βi)
m
i=1 sont des approxima-

tions des valeurs propres de A qui dépendent explicitement du choix du vecteur initial

v dans la procédure d’Arnoldi (Lanczòs dans le cas symétrique). L’Approximation de

f (A)v avec la procédure d’Arnoldi en prenant v1 =
v
‖v‖2

et pour

(m = deg(ψA,v1
) ≤ n) est : fm = ‖v‖Vmf (Hm)e1 = f (VmHmV

∗
m)v = Vmf (Hm)V ∗mv qui est

l’évaluation de f (A)v sur le plus petit sous-espace de Krylov Km(A,v1). Donc on peut

l’étendre sur tout l’espace de Krylov Km(A,vn) avec n = 1 : m.

Théorème 3.5.1. (cf. [96]) Soient les matrices Vm et Hm obtenues par la procédure d’Arnoldi

sur A ∈Mn(C) et v ∈ Cn. On a :

‖v‖Vmf (Hm)e1 = p̃m−1(A)v, (3.5.22)

où p̃m−1 est l’unique polynôme d’interpolation de Hermite degré m− 1 qui interpole f sur

Sp(Hm).
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4
Etude d’un problème inverse

d’identification de sources du type
parabolique

4.1 Problème de Dirichlet

4.1.1 Position du problème

Soient (H,< ., . >,‖.‖) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et

A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur non borné à domaine dense dans H .

Considérons le problème parabolique suivant :

{
ut(t) +Au(t) = f , 0 < t < T ,
u(0) = 0,

(4.1.1)

où la source f ∈ H est une fonction donnée indépendante de t.

On fait les hypothèses suivantes :

H1 L’opérateur A est auto-adjoint, i.e., A = A∗.

H2 L’opérateur A est strictement positif, i.e., A ≥ γI où 0 < γ = infσ (A).

H3 L’injection H1 := (D(A),‖.‖G) ↪→ H est compacte, où ‖.‖G est la norme du

graphe.
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• Sous les hypothèses (H1, H2 et H3) l’opérateur A est diagonalisable. 1 2 Soit alors

(ξk ,λk)k≥1 les couples propres (valeur propres,vecteurs propres) de l’opérateur A :

Aξk = λkξk , k = 1,2, . . . , < ξm,ξn >= δmn,

0 < γ ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . .λk −→∞, k −→∞,

∀h ∈H, h =
∞∑
k=1

hkξk , hk =< h,ξk > le coefficient de Forier d’ordre k de h.

Théorème 4.1.1. Pour tout f ∈H , le problème 4.1.1 admet une solution unique

u ∈ C([0,T ];H) donnée par l’expression

u(t) = R(t)f =

t∫
0

e−(t−s)Af ds = (I − e−tA)A−1f =
∞∑
k=1

(
1− e−tλk
λk

)
< f ,ξk > ξk . (4.1.2)

Comme exemple d’application, on prend H = L2(0,1) et

A = − d

dx2 , D(A) =H1
0 (0,1)∩H2(0,1),

i.e., l’équation de la chaleur avec conditions de Dirichlet :


∂u
∂t
− ∂

2u

∂x2 = f (x), 0 < x < 1,0 < t < 1,

u(x,0) = 0, x ∈ [0,1],
u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ [0,1].

(4.1.3)

Ici f ∈ L2(0,1) est la source recherchée à partir de la condition finale

u(x,1) = g(x) ∈ L2(0,1).

Il est facile de vérifier que A est auto-adjoint, strictement positif et à résolvante

compacte, où les couples propres sont donnés par

λn = (nπ)2, en(x) =
√

2sin(nπx), n = 1,2, ....

Notre problème inverse se formule comme suit :

1. H2 =⇒ 0 ∈ ρ(A), H3 =⇒ A−1 est compact.
2. (H1, H2, H3) =⇒ A−1 est auto-adjoint compact, et donc diagonalisable d’après le Théorème de la

décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. En conséquence A est diagonalisable.

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



4. Etude d’un problème inverse d’identification de sources du type parabolique 67

Soit u(τ ;f ) = g une observation finale de la solution u(t;f ) au point t = τ , 0 < τ ≤ T .

Notre objectif est de déterminer la donnée f à partir de la condition g.

On peut schématiser notre problème inverse comme suit :

f −→ u(t) = R(t)f −→Θ(u) = u(τ) = g, (4.1.4)

on obtient donc une équation de Fredholm de première espèce

Kf = g, K = R(τ). (4.1.5)

Il est clair que l’opérateur K est auto-adjoint, compact et injectif, et donc d’après le

théorème de Picard, la solution recherchée f sera donnée par la formule

f = K−1g =
( A

I − e−τA
)
g =

∞∑
k=1

( λk
1− e−τλk

)
< g,ξk > ξk , (4.1.6)

sous la condition que

∞∑
k=1

( λk
1− e−τλk

)2
| < g,ξk > |2 < +∞. (4.1.7)

De l’inégalité

λ2
k ≤

( λk
1− e−τ

√
λk

)2
≤

( λk
1− e−τγ

)2
,

on déduit que la condition (4.1.7) est équivalente à g ∈ D(A).

On note ici que notre problème inverse est instable, ceci découle du comportement

des hautes fréquences ωk =
( λk
1− e−τλk

)
≈ λk −→ ∞ quand k −→ ∞.

4.1.2 Stabilisation et approximation

Nous voulons maintenant aborder la question de stabilisation dans le cas de données

entachées de bruit, parce que les données dont on dispose viennent de l’expérimentation,

ce qui implique l’existence d’erreurs de mesure. Cette cause d’incertitude induit

une image floue à cause de la sensibilité des problèmes inverses aux incertitudes, et

l’interprétation des réponses devient presque impossible et engendre un grand risque.

On suppose maintenant que la donnée u(τ) = g est entachée de bruit (inexacte), i.e.,

on dispose d’une approximation gδ de g : ‖gδ − g‖ ≤ δ, δ est le niveau de bruit.
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Régularisation par troncature spectrale

Définition 4.1.1. Pour N > 0, on définit la solution régularisée du problème (4.1.5)

pour des données exactes (resp. inexactes) comme suit :

fN =
N∑
k=1

( λk
1− e−τλk

)
< g,ξk > ξk , (4.1.8)

f δN =
N∑
k=1

( λk
1− e−τλk

)
< gδ,ξk > ξk , (4.1.9)

Cette méthode est connue sous le nom troncature spectrale qui élimine les hautes

fréquences responsables de l’instabilité.

Théorème 4.1.2. On suppose que f ∈ B(p,E) = {f ∈ D(Ap) : ‖Apf ‖ ≤ E}, p > 0, et soit

λN+1 ≈
(E
δ

)1/(2+p)
, alors on a l’estimation d’erreur suivante

‖f − f δN ‖ ≤ Kδ
p
p+2E

2
p+2 ,

où K = (1 +M) = 1 +
1

1− e−τλ1
.

Preuve. Notons

ωk =
λk

1− e−τλk
≤ λk

1− e−τλ1
=Mλk ,

gk = 〈g,ξk〉, gδk = 〈gδ,ξk〉.

En utilisant l’inégalité triangulaire, on peut écrire

‖f − f δN ‖ = ‖f − fN + fN − f δN ‖ ≤ ‖f − fN ‖+ ‖fN − f δN ‖ = ∆1 +∆2. (4.1.10)

∆2
1 = ‖f − fN ‖2 =

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fkξk −
N∑
k=1

fkξk

∥∥∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

k=N+1

|fk |2. (4.1.11)

∆2
2 = ‖fN − f δN ‖

2 =

∥∥∥∥∥∥∥
N∑
k=1

ωkgkξk −
N∑
k=1

ωkg
δ
kξk

∥∥∥∥∥∥∥
2

=
N+1∑
k=1

ω2
k |gk − g

δ
k |

2. (4.1.12)

∆2
1 =

∞∑
k=N+1

λ
−2p
k λ

2p
k |fk |

2 ≤ λ−2p
N+1

∞∑
k=N+1

λ
2p
k |fk |

2 ≤ λ−2p
N+1E

2. (4.1.13)
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∆2
2 =

N+1∑
k=1

ω2
k |gk − g

δ
k |

2 ≤ λ2
N+1M

2
N+1∑
k=1

|gk − gδk |
2 ≤ λ2

N+1M
2δ2. (4.1.14)

Ce qui implique que

∆1 +∆2 ≤ λ
−2p
N+1E +λ2

N+1Mδ ≈
(Eδ )

1
2+p

−pE +Mδ
(E
δ

) 2
2+p

= (1 +M)E
2

2+pδ
2p

2+p .

4.1.3 Approximation numérique du problème par La méthode de
Krylov

Discrétisation et projection de la solution

La discrétisation par éléments finis ou différences finies d’une EDP intervenant

dans un problème inverse est une source d’erreur et son influence sur la convergence

est certaine. Pour remédier à ce phénomène, on propose une semi-discrétisation du

problème, ce qui va nous permettre d’une part de diminuer les erreurs, et d’autre part

de transformer le problème semi-discrétisé en une EDO, dont l’étude repose en général

sur des méthodes spectrales en dimension finie.

Par un calcul opérationnel, on transforme notre problème en un problème de calcul

matriciel de la forme : u = Φ(A)v, où u := est la solution recherchée, v := les données du

problème, A ∈ Rm×m est une matrice symétrique définie positive, et Φ := une fonction

définie et continue sur une partie contenant le spectre de A.

Notons Am ∈ Rm×m l’opérateur discret de A, qui est une matrice symétrique, définie

positive. On suppose que les erreurs de la discrétisation sont petites par rapport à

l’incertitude δ, et que Am est de taille suffisamment grande de façon que Am soit une

bonne approximation de l’opérateur différentiel A.

Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes :

Em := Rm, m ≥ 1.

G ∈ Em := l’analogue discret de g.

Gδ ∈ Em := l’analogue discret de gδ.

σ (Am) = {αk}mk=1 := l’ensemble des valeurs propres de Am (0 < α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αm).

{ζk}mk=1 := l’ensemble des vecteurs propres normalisés de Am.
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Les analogues discrets de (4.1.6) et (4.1.8) sont notés respectivement par :

F =
m∑
k=1

αk
1− e−ταk

〈G,ζk〉ζk , (4.1.15)

Fn =
n∑
k=1

αk
1− e−ταk

〈G,ζk〉ζk , (n ≤m). (4.1.16)

Fδn =
n∑
k=1

αk
1− e−ταk

〈Gδ,ζk〉ζk , (n ≤m). (4.1.17)

La méthode de projection de Krylov consiste à générer l’espace de Krylov

Kl (Am,G) = vect
{
G,AmG, . . . ,A

l−1
m G

}
par un algorithme itératif.

Soient (qi)
l
i=1 la base orthonormée de Kl (Am,G) avec q1 =

G

‖G‖
, Ql = (q1,q2, . . . , ql) et

Tl =Q>l AmQl ∈ R
l×l la représentation symétrique deAm sur l’espaceKl . L’approximation

de (4.1.15) dans le triplet de Krylov Kl = (Kl (Am,G) ,Ql ,Tl) est donnée par :

[F]l = ‖G‖Ql
(

Tl
I − exp(−τTl)

)
e1 ∈ Rm, (4.1.18)

où e1 = (1,0, · · · ,0) ∈ Rl .

Remarque 4.1.1. L’approximation (4.1.18) converge vers la solution (4.1.15), et le type

de convergence est super-linéaire.

Soit
((
θ

(l)
j

))
j=1,...,l

les valeurs propres de Tl , et
(
y

(l)
j

)
j=1,...,l

les vecteurs propres de Tl .

Puisque
(
θ

(l)
j , y

(l)
j

)
j=1,...,l

approchent les couples propres de Am, alors l’approximation

du vecteur Fδn dans le triplet de Krylov K(Am,Gδ) prend la forme :

[F]δl = ‖Gδ‖Ql
∑
θj≤λn


θ

(l)
j

1− exp
(
−τθ(l)

j

)

[(
y

(l)
j

)>
e1

]
y

(l)
j . (4.1.19)

4.2 Problème de Neumann

Dans cette section, on considère le problème inverse (4.1.3) mais avec les conditions

de Neumann.
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4.2.1 Position du problème

Soient (H,< ., . >,‖.‖) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et A :

D(A) ⊂ H −→ H un opérateur non borné à domaine dense dans H .

Considérons le problème parabolique (direct) suivant :

{
ut(t) +Au(t) = f , 0 < t < T ,
u(0) = 0,

(4.2.20)

où la source f ∈ H est une fonction donnée indépendante de t.

I Notre problème inverse est d’identifier la source f à partir de la condition finale

u(T ) = g.

On fait les hypothèses suivantes :

H1 L’opérateur A est auto-adjoint, i.e., A = A∗.

H2 L’opérateur A est positif, i.e., A ≥ 0 où 0 ∈ σ (A).

H3 L’opérateur A est diagonalisable, i.e., il existe une famille dénombrable de

couples propres (ξk ,λk)k≥0 telle que :

Aξk = λkξk , k = 0 = 1,2, . . . , < ξm,ξn >= δmn,

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .λk −→∞, k −→∞,

∀h ∈H, h =
∞∑
k=1

hkξk , hk =< h,ξk > le coefficient de Forier d’ordre k de h.

On note par S(t) = e−tA le semi-groupe engendré par (−A), i.e.,

S(t)h =
∞∑
k=0

e−tλk < h,ξk > ξk , h =
∞∑
k=0

< h,ξk > ξk ∈H.

Notons S(T ) = e−TA. Il est clair que S(T ) est auto-adjoint, compact 3 et positif.

3. Un opérateur discret M :H −→H défini par :

Mh =
∞∑
k=0

αk < h,ξk > ξk

est compact SSI lim
k−→∞

αk = 0.
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Notons R(t) =

t∫
0

e−(t−s)Ads l’opérateur borné défini par

R(t)f =
∞∑
k=0

t∫
0

e−(t−s)λkds < f ,ξk > ξk = t < f ,ξ0 > ξ0 +
∞∑
k=1

{
1− e−tλk
λk

}
< f ,ξk > ξk .

On remarque que l’opérateur discret R(t) est compact (αk =
1− e−λk
λk

−→ 0 ), de

plus il est auto-adjoint et positif.

En utilisant la méthode de Fourier et la représentation de la solution du pro-

blème direct (4.2.20) :

u(t) = R(t)f

et la condition finale

u(T ) = T < f ,ξ0 > ξ0 +
∞∑
k=1

{
1− e−T λk
λk

}
< f ,ξk > ξk = g =< g,ξ0 > ξ0 +

∞∑
k=1

< g,ξk > ξk ,

on tire que notre problème inverse admet une solution unique donnée par :

f =
1
T
< g,ξ0 > ξ0 +

∞∑
k=1

{ λk
1− e−T λk

}
< g,ξk > ξk . (4.2.21)

Remarque 4.2.1. On note ici que notre problème inverse est instable, ceci découle du

comportement des hautes fréquences ωk =
( λk
1− e−T λk

)
≈ λk −→∞ quand k −→∞.

Remarque 4.2.2. Pour construite une approximation stable pour (4.2.21), on tronque

la série de fourier et on ne prend que la partie finie.

Cas particulier. On suppose ici que

g ∈ [ξ0]⊥ = Ĥ = {g ∈H : g0 =< g,ξ0 >= 0} .

Dans ce cas, la solution (4.2.21) devient

f =
∞∑
k=1

{ λk
1− e−T λk

}
< f ,ξk > ξk . (4.2.22)
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Autrement dit,

f = Â
(
I − e−T Â

)
g = Φ(Â)f , Φ(s) =

s

1− e−T s
.

Donc, on peut définir l’opérateur Φ̂(A) = Φ(Â), où l’opérateur Â = A avec le domaine

de définition D(Â) = u ∈ D(A) ∩ Ĥ .

Notons

Â :D(Â) ⊂ Ĥ −→ Ĥ, Âu = Au, ∀u ∈D(Â).

• Sous cette notation, l’opérateur Â est auto-adjoint et strictement positif (inf(σ (Â)) =

λ1 > 0), de plus, la fonction Φ(s) =
s

1− e−T s
, s ∈ [λ1,+∞[ se comporte bien lorsque on

remplace Â par une approximation matricielle. Cette procédure est bien connue dans

l’analyse numérique des problèmes mal conditionnés (en anglais, shift-scaling method).

4.2.2 Exemple d’application


∂u
∂t
− ∂

2u

∂x2 = f (x), 0 < x < 1,0 < t < 1,

u(x,0) = 0, x ∈ [0,1],
ux(0, t) = ux(1, t) = 0, t ∈ [0,1].

(4.2.23)

Il est important de noter ici, que ce problème du point de vue numérique est plus

difficile en comparant avec le problème de Dirichlet. En effet, l’opérateur A est auto-

adjoint, positif et λ = 0 est une valeur propre. Ce qui induit une difficulté technique

quand on passe au problème discret.

Notons H = L2[0,1] et A l’opérateur non borné défini par :

D(A) = {u ∈H2(0,1) : u′(1) = u′(0) = 0}, Au = −d
2u

dx2 . (4.2.24)

Proposition 4.2.1. L’opérateur A est auto-adjoint.

Preuve. L’opérateur A est symétrique. En effet, ∀(u,v) ∈D(A)×D(A), on a :

(Au,v) =
∫ 1

0
−u′′vdx.

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



4. Etude d’un problème inverse d’identification de sources du type parabolique 74

Par une intégration par parties et sachant que u′(1) = u′(0) = 0 et v′(1) = v′(0) = 0

on a :

(Au,v) =
∫ 1

0
−u′′vdx = [−u′v]1

0 +
∫ 1

0
u′v′dx =

∫ 1

0
u′v′dx = [uv′]1

0 −
∫ 1

0
uv′′dx = (u,Av).

Il est également auto-adjoint. En effet, nous allons montrer que l’opérateur (A+ I) est

inversible, i.e., (A+ I) est injectif (N (A+ I) = {0}) et son image égale à H (R(A+ I) =H). 4

R(I +A) =H ⇐⇒∀z ∈H,∃u ∈D(A) tq Au +u = z.

Or d’après le théorème de Lax-Milgram, pour toute fonction f ∈ L2[0,1], il existe

une unique solution u ∈ H1(0,1) telle que

a(u,v) =
∫ 1

0
(u′v′ +uv)dx =

∫ 1

0
f vdx = L(v).

On a de plus u ∈D(A). D’où le résultat. �

On calcule l’ensemble des couples propres de A :

−u′′(x) = λu(x), λ ≥ 0,u , 0,

avec les conditions

u′(0) = u′(1) = 0,

on trouve

λ0 = 0, e0(x) = 1,λn = (nπ)2, en(x) = cos(nπx), n = 1,2, ....,

Montrons que l’ensemble B = {en}∞n=0 est une base hilbertienne de H . La démonstra-

tion de cette propriété repose sur le théorème de caractérisation des bases hilbertiennes

suivant :

4. Si un opérateur symétrique est tel que R(I + A) = H , alors le domaine de A est dense dans H
(D(A)⊥ = {0} ⇐⇒D(A) =H) et A est auto-adjoint.
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Théorème 4.2.1. [39, Critère de Vitali-Dalzell, p. 39]. Soit B = (ζ)∞n=0 une suite ortho-

normale de l’espace de Hilbert H = L2((a,b),R), où (a,b) est un intervalle borné de R. Alors,

la suite B est totale (et donc une base hilbertienne) ssi :

2
(b − a)2

∞∑
n=0

b∫
a

∣∣∣∣∣∣∣∣
x∫
a

ζn(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dx = 1. (4.2.25)

Théorème 4.2.2. Les éléments de l’ensemble B forment une base orthonormée dans l’espace

de Hilbert H .

Preuve. On a :

1∫
0

ei(x)ej(x) = δi,j , ∀(i, j) ∈ N×N. (4.2.26)

Il reste à vérifier le critère de de Vitali-Dalzell pour conclure que B est une base

hilbertienne de l’espace de Hilbert H = L2(−1,1),R). En effet,

1∫
0

∣∣∣∣∣∣∣∣
x∫

0

e0(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dx =
1
3
,

1∫
0

∣∣∣∣∣∣∣∣
x∫

0

en(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dx =
1

(nπ)2 ,

d’où
2

(1− 0)2

a0 +
∞∑
n=1

an

 = 2

1
3

+
1
π2

∞∑
n=1

1
n2

 = 2
(

1
3

+
1
π2 ×

π2

6

)
= 1.

�.

On revient, maintenant à notre problème inverse (4.2.23). Puisque l’opérateur A est

diagonalisable, alors en utilisant le technique de Fourier et la solution du problème

direct, on peut écrire :

f = f0e0 +
∞∑
n=1

〈fnen, g〉 = g0e0 +
∞∑
n=1

gnen,
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où les scalaires fi et gi (i=0,1,....) sont les coefficients de Fourier donnés par

f0 =

1∫
0

f (x)dx, g0 =

1∫
0

g(x)dx, fn =
√

2

1∫
0

f (x)cos(nπx)dx, gn =
√

2

1∫
0

g(x)cos(nπx)dx.

Ce qui donne

u(x, t) =
∞∑
n=0


t∫

0

e−(t−s)λnds

en(x),

u(x, t) = tf0e0(x) +
∞∑
n=1

{
1− e−tλn
λn

}
fnen(x). (4.2.27)

En utilisant la condition u(x,1) = g(x) on peut identifier les coefficient de la source

f . L’égalité vectorielle

f0e0 +
∞∑
n=1

{
1− e−λn
λn

}
fnen = g = g0e0 +

∞∑
n=1

gnen,

nous donne

f = g0e0 +
∞∑
n=1

{ λn
1− e−λn

}
gnen. (4.2.28)

4.3 Estimation d’erreur en dimension finie

Soit A ∈Mn(R) une matrice symétrique définie positive. On pose

f = ϕ(A)g = A(I − e−A)−1g =
n∑
i=1

λi
1− e−λi

giei =
n∑
i=1

λi
1− e−λi

(g,ei)ei =
n∑
i=1

ϕ(λi)(g,ei)ei ,

où g ∈ Rn, où (λi , ei) sont les couples propres de la matrice A :

Aei = λiei , (ei , ej) = δij , Rn =
n⊕
i=1

[ei].

Notons

fm = ‖g‖2Qmϕ(Hm)e1 = ‖g‖2[QmHm(I − e−Hm)−1]e1
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l’approximation de Krylov de la fonction f .

Notre objectif ici est d’estimer la quantité ∆m = ‖f − fm‖.

Pour réaliser cette tâche (qui n’est pas facile), nous utilisons les séries de Tchebychev

qui sont importantes en théorie de l’approximation.

Il est en effet connu que le développement tronqué d’une fonction en série de

Tchebychev est un polynôme proche du meilleur approximant au sens de la norme

uniforme sur le segment [−1,1].

Soient λ1,λ2, · · ·λn et β1,β2, · · ·βm avec m� n les valeurs propres respectives de A et

de H =QtAQ où H ∈Mm(R) une matrice de Heisenberg, Q ∈Mn,m(R), QtQ = I , ‖Q‖ < 1.

On a la relation suivante entre les valeurs propres de A et celles de H (valeurs de

Ritz) :

λ1 ≤ βi ≤ λn, i = 1,2, · · ·m avec λi+1 ≥ λi , βi+1 ≥ βi .

Si g =
n∑
i=1

giei =
n∑
i=1

(g,ei)ei où (ei) est une base orthogonale de Rn, alors

f =
n∑
i=1

gϕ(λi)ei .

Les (g,ei) sont appelés coefficients de Fourier.

Comme vecteur approché de f nous prenons le vecteur fm = pm(A)g où pm est un

polynôme de degré deg(pm) ≤ m − 1.

Les λi et βi sont connues. Soient λ1 et λn respectivement les bornes inférieure et

supérieure de l’intervalle spectral de A.

Soit B =
λn +λ1

λn −λ1
In −

2
λn −λ1

A avec ‖B‖ ≤ 1 et y =
1

λn −λ1
(λn +λ1 − 2x) une fonction

linéaire définie sur l’intervalle spectral de A et In la matrice unité d’ordre n.

Définissons une fonction h sur le segment [−1,1] de façon que h(B) = ϕ(A) :

h(x) = ϕ
(
λn +λ1 − (λn −λ1)x

2

)
.
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Considérons la série de Tchebychev de la fonction h, h(x) =
+∞∑
k=0

hkTk(x) où les hk

sont les coefficients de Tchebychev avec

hk =
min(2, k + 1)

π

∫ 1

−1
h(x)Tk(x)(1− x2)−

1
2dx

et les Tk sont les polynômes de Tchebychev de première espèce et satisfont à la

relation de recurrence : T0(x) = 1, T1(x) = x, Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), k ≥ 1.

La famille (Tk) forme une base de l’espace de Hilbert L2
ω(−1,1), où ω =

1
√

1− x2
est

la mesure du produit scalaire (appelée aussi fonction poids).

Cette famille de polynômes est orthogonale relativement à la fonction poids ω :

∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)ω(x)dx = 0 pour n ,m.

Comme fm = pm(A)g = ‖g‖Qp(Hm)e1

D’après Saad [96], on peut poser aussi de la même façon :

V =
λn +λ1

λn −λ1
In −

2
λn −λ1

H, ‖V ‖ ≤ 1.

Théorème 4.3.1. (cf.[88]) Si la série h(x) =
+∞∑
k=0

hkTk(x) est absolument convergente sur

l’intervalle [−1,1], alors on a les égalités suivantes :

f − fm =
+∞∑
k=m

(
hkTk(B)g − hkQ‖g‖Tk(V )e1

)
=

+∞∑
k=m

hk

(
Tk(B)g − ‖g‖QTk(V )e1

)
et l’erreur commise satisfait à :

‖f − fm‖ ≤ 2‖g‖
+∞∑
k=m

|hk | < +∞.

4.3.1 Calcul de l’estimation d’erreur de ‖f − fm‖

Pour la fonction f = ϕ(A)g = A(I − e−A)−1g, nous essayons d’estimer les coefficients

de Fourier-Tchebychev de la fonction linéaire sur l’intervalle spectral de la matrice A
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(symétrique définie positive) en estimant les valeurs de cette fonction sur des ellipses

dont ses pôles 5 sont les extrémités de l’intervalle spectral. Ces ellipses ne doivent

pas contenir les singularités de la fonction. On suppose que la somme des demi-axes

de l’ellipse peut être optimisée par un paramètre en fonction duquel on cherchera

une majoration de la fonction.

Soit ER une ellipse de Foyers F(1,0) et F′(−1,0) et R la somme des demi-axes, R >

1. Cette ellipse est déterminée par

ER =
{
Reiθ +R−1e−iθ

2
, 0 ≤ θ ≤ 2π

}
.

Posons

a =
λn −λ1

2
> 0, c =

λn +λ1

λn −λ1
> 1.

B =
λn +λ1

λn −λ1
In −

2
λn −λ1

A, ‖B‖ ≤ 1

On a :

[I − e−A]−1A = [I − e−a(cIn−B)]−1a(cIn −B).

Comme h(B) = ϕ(A) on a h(ω) = (1 − e−a(c−ω))−1a(c −ω), ω ∈ ER.

Nous admettons le Théorème suivant :

Théorème 4.3.2. (cf.[76]) Si une fonction f est analytique dans le domaine délimité par

l’ellipse ER et continue sur ER de sorte que

|f (z)| ≤M(R), z ∈ ER, M ∈ R,

alors les coefficients de Tchebychev ak de f satisfont à l’inégalité

|ak | ≤ 2M(R)R−k ,

et pour tout r ∈ [1,R) les séries de Tchebychev de la fonction f

a0

2
T0(z) +

∞∑
k=1

akTk(z)

convergent uniformément vers f sur l’ensemble fermé borné par l’ellipse Er .

5. Si par un point fixe on mène des droites rencontrant une ellipse, et que par les points d’intersection
de ces droites avec la courbe, on lui mène des couples de tangentes, les points d’intersection de ces
tangentes sont en ligne droite ; cette droite est la "polaire" du point fixe, qui est le pôle.
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En appliquant ce théorème, on peut écrire :

Soit h(ω) = (1−e−a(c−ω))−1a(c−ω) avecω ∈ ER. Elle peut être prolongée par continuité :

ĥ(ω) =

 a(c −ω)
1− e−a(c−ω)

, c ,ω

h(c) = 1,

ĥ est définie en c. Donc le point c est une singularité amovible de la fonction h.

Comme l’ellipse ne doit pas contenir les singularités de la fonction ĥ, cherchons les

autres singularités dans le plan complexe proches de l’intervalle spectral.

On sait d’une manière générale que la fonction

ex+iy = ez

est une fonction entière qui a un point isolé à l’infini. C’est une fonction périodique

de y de période 2π donc une fonction de z de période 2πi.

1− e−a(c−ω) = 0⇔ e−a(c−ω) = 1 = e2πni ,n ∈ Z.

De ce fait, la fonction ĥ a pôle d’ordre 1 en

−a(c −ω) = 2πni pour n = · · · ,−1,0,1, · · · .

Les plus proches des singularités de l’intervalle spectral sont n = −1,0,1 et par suite

on a :

−a(c −ω) = 2πni⇔ω = c+
2πni
a

.

Pour n = −1, on a ω = c − 2πi
a

.

Pour n = 0, on a ω = c

Pour n = 1, on a ω = c +
2πi
a

.

Donc c +
2πi
a

et c − 2πi
a

sont les singularités non-amovibles de ĥ.

Pour les systèmes symétriques définis positifs comme dans notre cas, l’ellipse

enveloppe le spectre de A qui dégénère en intervalle spectral [λmin,λmax] sur la partie

positive de l’axe des abscisses.

ω ∈ ER⇒ω =
Reiθ +R−1e−iθ

2
.
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Et sur l’ellipse si on pose le grand axe ρ1 =
1
2

(R+
1
R

) et ρ2 =
1
2

(R− 1
R

) le petit axe, on a

1
2

(R− 1
R

) ≤ |ω| ≤ 1
2

(R+
1
R

).

Introduisons la fonction de Zhukovsky ψ(z) =
1
2

(z +
1
z

), z , 0 et son inverse est

φ(ω) = ω+
√
ω2 − 1, ω ∈ C \ [−1,1] où C désigne l’ensemble des nombres complexes.

(φ(ω) est définie pour tout nombre complexe ω sauf les éléments appartenant au

segment [−1,1]).

Selon une définition

ΓR =
{
ψ(z) :

∣∣∣z∣∣∣ = R
}
,R > 1, où ψ est la fonction de Zhukovsky.

Puisque φ est la fonction inverse de ψ,on peut fixer R par

ΓR =
{
z :

∣∣∣φ(z)
∣∣∣ = R

}
,R > 1.

Les singularités les plus proches de ĥ se trouvent sur l’ellipse ER avec

R =
∣∣∣∣∣φ(

c ± 2πi
a

)∣∣∣∣∣. (4.3.29)

La valeur de R est indépendante du signe dans (4.3.29) à cause de la symétrie.

Fixons cette valeur de R et notons que les deux singularités non-amovibles sont des

pôles simples. Ensuite, décomposons ĥ par

ĥ = ĥ1 + ĥ2 + ĥ3,

où

ĥ1 = ĥ−
Res(h,c+ 2πi

a )

ω − c − 2πi
a

−
Res(h,c − 2πi

a )

ω − c+ 2πi
a

, ĥ2 =
Res(h,c+ 2πi

a )

ω − c − 2πi
a

, ĥ3 =
Res(h,c − 2πi

a )

ω − c+ 2πi
a

,

et Res désigne le résidu d’une fonction analytique à un pôle.

Calculons R.

R =
∣∣∣∣∣φ(

c+
2πi
a

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣c+

2πi
a

+

√(
c+

2πi
a

)2

− 1
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣c+
2πi
a

+

√
c2 − 4π2

a2 +
4iπc
a
− 1

∣∣∣∣∣.
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Posons z = x + iy tel que c2 − 4π2

a2 − 1 +
4iπc
a

= x2 − y2 + 2ixy, on a :

x2 − y2 = c2 − 4π2

a2 − 1 (i)

xy =
2πc
a

(ii)

x2 + y2 =

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2 (iii)

(i) + (iii)⇒ x2 =
1
2

(c2 − 4π2

a2 − 1) +
1
2

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2

Prenons x positif pour raison de commodité, on a :

x =
[
1
2

(c2 − 4π2

a2 − 1) +
1
2

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2

] 1
2

.

(ii)⇒ y =
2πc
a
× 1
x

=
2πc
a

[
1
2

(c2 − 4π2

a2 − 1) +
1
2

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2

]− 1
2

.

Donc

z = x+ iy =
[
1
2

(c2 − 4π2

a2 − 1) +
1
2

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2

] 1
2

+i
2πc
a

[
1
2

(c2 − 4π2

a2 − 1) +
1
2

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2

]− 1
2

.

Posons

α =
[
1
2

(c2 − 4π2

a2 − 1) +
1
2

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2

] 1
2

,

et

α−1 =
[
1
2

(c2 − 4π2

a2 − 1) +
1
2

√(
c2 − 4π2

a2 − 1
)2

+
16π2c2

a2

]− 1
2

.

Par suite

R =
∣∣∣∣∣φ(

c+
2πi
a

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣c+2πi

a
+α+i

2πc
a
α−1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣c+α+i

2π
a

(1+cα−1)
∣∣∣∣∣ =

√
(c+α)2 +

4π2

a2 (1 + cα−1)2.
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Soit

R =

√
(c+α)2

(
1 +

4π2

a2α2

)
.

Calculons

ĥ = ĥ1 + ĥ2 + ĥ3.

Les pôles sont simples :

ωn = c+
2πni
a

,n ∈ Z.

Posons ω = ωn + t avec t un nombre très petit.

Le Résidu de h en ces points :

h(ωn + t) =
a(−2nπ

a − t)

1− e−a(−2nπi
a +t)

=
−at − 2nπi

1− eat
.

En faisant la division on a :

h(ωn + t) =
−2nπi − at

−at − 1
2!a

2t2 − 1
3!a

3t3 · · ·
=

2nπi
at

+ · · · .

Donc Res(h,ωn) =
2nπi
a

et par suite

Res(h,c+
2πi
a

) =
2πi
a
, et Res(h,c − 2πi

a
) =
−2πi
a

.

Remarque 4.3.1. Comme les pôles sont simples, on pouvait utiliser la formule

h(ω) =
f (ω)
g(ω)

.

Si f (a) , 0, g(a) = 0 et g ′(a) , 0 alors

Res(
f

g
,a) = a−1 = lim

ω→a
(ω − a)

f (ω)
g(ω)

=
f (a)
g ′(a)

.

ĥ1 = ĥ−
Res(h,c+ 2πi

a )

ω − c − 2πi
a

−
Res(h,c − 2πi

a )

ω − c+ 2πi
a

=
a(c −ω)

1− e−a(c−ω)
−

2πi
a

ω − c − 2πi
a

+
2πi
a

ω − c+ 2πi
a

.

ĥ1(ω) =
a(c −ω)

1− e−a(c−ω)
− 2πi

a
× 1

ω − c − 2πi
a

+
2πi
a
× 1

ω − c+ 2πi
a
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=
a(ω − c)
ea(ω−c) − 1

− 2πi

a(ω − c − 2πi
a )

+
2πi

a(ω − c+ 2πi
a )
.

La fonction ĥ a un prolongement holomorphe au point c. En effet :

lim
ω→ 0

ĥ(c+ω)− ĥ(c)
ω

= ĥ′(c).

ĥ(c+ω)− ĥ(c)
ω

=
a(c−c−ω)

1−e−a(c−c−ω) − 1

ω
=
−aω

1−eaω − 1
ω

.

eaω = 1 + aω+
a2ω2

2
+ω2(ε(ω)) donc 1− eaω = −aω − a

2ω2

2
−ω2(ε(ω)).

Par suite

ĥ(c+ω)− ĥ(c)
ω

=
−aω

1−eaω − 1
ω

=

−aω
−aω− a2ω2

2 −ω2(ε(ω))
− 1

ω
=
−aω+ aω+ a2ω2

2 +ω2(ε(ω))

ω
(
− aω − a2ω2

2 −ω2(ε(ω))
)

=
ω2(a

2

2 + ε(ω))

ω2(−a− a2ω
2 −ω(ε(ω)))

=
(a

2

2 + ε(ω))

(−a− a2ω
2 −ω(ε(ω)))

.

Lorsque ω −→ 0 on a :

ĥ′(c) =
−a
2
.

Considérons deux DisquesAR(c−2πi
a
,
π
a

) et BR(c+
2πi
a
,
π
a

). Nous cherchons une majo-

ration de ĥ1(ω) sur l’ellipse tout en entier. Nous l’estimons séparément sur un ensemble

autour des pôles et sur son complémentaire dans l’ellipse. Nous le faisons en 3 étapes.

Etape 1
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Figure 4.1: Estimation d’erreur autour des pôles sur l’ellipse

Considérons le Disque AR de centre c − 2πi
a

et de rayon
π
a

:

AR =
{
ω ∈ ER,

∣∣∣ω − c+
2πi
a

∣∣∣ < π
a

}
.

Posons X = a(ω − c +
2πi
a

) = a(ω − c) + 2πi donc ω = c − 2πi
a

+
X
a

et ω ∈ AR⇒ |X | < π.

On aura

F(X) = ĥ1(ω) = ĥ1(c− 2πi
a

+
X
a

) =
X − 2πi
eX−2πi − 1

+
2πi
X
− 2πi
X − 4πi

=
X − 2πi
eX − 1

+
2πi
X
− 2πi
X − 4πi

.

ou F(X) =
X

eX − 1
− 2πiX
X(eX − 1)

+
(2πi)X(eX − 1)
X2(eX − 1)

+
1
2

1

(1− X
4πi )

.

=
X

eX − 1
− 2πiX
X(eX − 1)

+
(2πi)X(eX − 1)
X2(eX − 1)

+
1
2
×

1− X
4πi + X

4πi

(1− X
4πi )

.
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Ou encore

F(X) =
[
1− 2πi

X
+

(2πi)(eX − 1)
X2

]
X

eX − 1
+

1
2

+
1

8πi
X

(1− X
4πi )

.

On poseH(X) =
X

eX − 1
= 1−X

2
+

+∞∑
n=1

b2n

(2n)!
X2n où les b2n sont les nombres de Bernoulli.

On sait que

|b2n| ≤ 4
(2n)!

(2π)2n , n ≥ 1. (I)

En posant Ψ (X) = −X
2

+
+∞∑
n=1

b2n

(2n)!
X2n on a H(X) = 1 +Ψ (X) et F(X) devient

F(X) =
1
2

+
[
1− 2πi

X
+

(2πi)(eX − 1)
X2

]
(1 +Ψ (X)) +

1
8πi

X

(1− X
4πi )

.

On sait que

eX − 1
X2 =

1
X2

( +∞∑
n=1

Xn

n!

)
=

+∞∑
n=1

Xn−2

n!
=

1
X

+
1
2

+
+∞∑
n=3

Xn−2

n!
=

1
X

+
1
2

+
+∞∑
n=1

Xn

(n+ 2)!
.

Calculons le terme 1 − 2πi
X

+
(2πi)(eX − 1)

X2 dans F(X) :

1− 2πi
X

+
(2πi)(eX − 1)

X2 = 1− 2πi
X

+ 2πi
(

1
X

+
1
2

+
+∞∑
n=1

Xn

(n+ 2)!

)
= 1 +πi + 2πi

+∞∑
n=1

Xn

(n+ 2)!
.

Ensuite
1

1− X
4πi

=
+∞∑
n=0

(
X

4πi

)n
.

En remplaçant ces termes par leur valeur dans F(X), il vient

F(X) =
1
2

+
[
1 +πi + 2πi

+∞∑
n=1

Xn

(n+ 2)!

]
[1 +Ψ (X)] +

1
8πi

X
+∞∑
n=0

(
X

4πi

)n

=
1
2

+ 1 +πi + (1 +πi)Ψ (X) + 2πi(1 +Ψ (X))
( +∞∑
n=1

Xn

(n+ 2)!

)
+

1
8πi

X
+∞∑
n=0

(
X

4πi

)n

=
3
2

+πi + (1 +πi)Ψ (X) + 2πi(1 +Ψ (X))
( +∞∑
n=1

Xn

(n+ 2)!

)
+

1
8πi

X
+∞∑
n=0

(
X

4πi

)n
.
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|F(X)| ≤
√

9 + 4π2

2
+
√

1 +π2|Ψ (X)|+ 2π(1 + |Ψ (X)|)
( +∞∑
n=1

|X |n

(n+ 2)!

)
+

1
8π
|X |

+∞∑
n=0

∣∣∣∣∣ X4π
∣∣∣∣∣n.

Pour ω ∈ AR on a |X | < π donc

|Ψ (X)| ≤ |X |
2

+
+∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ b2n

(2n)!

∣∣∣∣∣|X |2n ≤ π2 + 4
+∞∑
n=1

1
(2π)2nπ

2n (suivant la relation (I))

=
π
2

+ 4
+∞∑
n=1

(
1
4

)n

=
π
2

+
4
3
.

+∞∑
n=1

|X |n

(n+ 2)!
<

+∞∑
n=1

|X |n

n!
= e|X | − 1 < eπ − 1.

|X |
+∞∑
n=0

∣∣∣∣∣ X4π
∣∣∣∣∣n < π +∞∑

n=0

(
1
4

)n
=

4π
3
.

Et finalement

|F(X)| ≤
√

9 + 4π2

2
+
√

1 +π2(
π
2

+
4
3

) + 2π(
π
2

+
7
3

)(eπ − 1) +
1
6

=M1.

Soit

sup
ω∈AR

|ĥ1(ω)| ≤M1

Etape 2

Considérons le Disque BR de centre c +
2πi
a

et de rayon
π
a

BR =
{
ω ∈ ER,

∣∣∣ω − c − 2πi
a

∣∣∣ < π
a

}
Posons Y = a(ω − c − 2πi

a
) = a(ω − c)− 2πi donc ω = c+

2πi
a

+
Y
a

et ω ∈ BR⇒ |Y | < π.

On aura
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G(Y ) = ĥ1(ω) = ĥ1(c+
2πi
a

+
Y
a

) =
Y + 2πi
eY − 1

− 2πi
Y

+
2πi

Y + 4πi

=
Y

eY − 1
+

2πiY
Y (eY − 1)

− (2πi)Y (eY − 1)
Y 2(eY − 1)

+
1
2

1

(1− Y i
4π )

=
Y

eY − 1
+

2πiY
Y (eY − 1)

− (2πi)Y (eY − 1)
Y 2(eY − 1)

+
1
2
×

1− Y i
4π + Y i

4π

(1− Y i
4π )

=
[
1 +

2πi
Y
− (2πi)(eY − 1)

Y 2

]
Y

eY − 1
+

1
2

+
i

8π
Y

(1− Y i
4π )

=
[
1 +

2πi
Y
− (2πi)(eY − 1)

Y 2

]
[1 +Ψ (Y )] +

1
2

+
i

8π
Y

(1− Y i
4π )

.

Calculons le terme 1 +
2πi
Y
− (2πi)(eY − 1)

Y 2 dans G(Y ).

1 +
2πi
Y
− (2πi)

Y 2 (eY − 1) = 1 +
2πi
Y
− (2πi)

Y 2

( +∞∑
n=1

Y n

n!

)
= 1 +

2πi
Y
− (2πi)

( +∞∑
n=1

Y n−2

n!

)

= 1 +
2πi
Y
− 2πi
Y
−πi − 2πi

( +∞∑
n=1

Y n

(n+ 2)!

)

= 1−πi − 2πi
( +∞∑
n=1

Y n

(n+ 2)!

)
.

On a :

G(Y ) =
1
2

+
[
1−πi − 2πi

+∞∑
n=1

Y n

(n+ 2)!

]
[1 +Ψ (Y )] +

i
8π
Y

+∞∑
n=0

(
iY
4π

)n

=
3
2
−πi + (1−πi)Ψ (Y )− 2πi(1 +Ψ (Y ))

( +∞∑
n=1

Y n

(n+ 2)!

)
+
i

8π
Y

+∞∑
n=0

(
iY
4π

)n
.

Et Finalement on a :

|G(Y )| ≤
√

9 + 4π2

2
+
√

1 +π2(
π
2

+
4
3

) + 2π(
π
2

+
7
3

)(eπ − 1) +
1
6

=M1.
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Soit

sup
ω∈BR
|ĥ1(ω)| ≤M1

Remarque 4.3.2. On pouvait remarquer que la fonction étudiée est analytique et à

valeurs réelles sur l’axe réel. Ce qui fait que les valeurs de la fonction aux points

complexes conjugués sont également complexes conjugués de sorte que le module est le

même.

Etape 3

Considérons ω ∈ ER \ (AR ∪ BR)

ω ∈ ER⇒
∣∣∣ω − c − 2πi

a

∣∣∣ ≥ π
a
et

∣∣∣ω − c+
2πi
a

∣∣∣ ≥ π
a
.

Soit le grand axe ρ1 =
1
2

(R +
1
R

) et ρ2 =
1
2

(R − 1
R

) le petit axe et considérons le

cercle de centre c contenant l’ellipse.

Figure 4.2: Estimation d’erreur sur le complément de l’ensemble
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On a

∀ω ∈ ER \ (AR ∪BR), |ω − c| ≤ 1
2

(R+
1
R

) + c = ρ1 + c

ĥ1(ω) =
a(ω − c)
ea(ω−c) − 1

− 2πi

a(ω − c − 2πi
a )

+
2πi

a(ω − c+ 2πi
a )
.

En passant au module

|ĥ1(ω)| =
∣∣∣∣∣ a(ω − c)
(ea(ω−c) − 1)

− 2π

a(ω − c − 2πi
a )

+
2π

a(ω − c+ 2πi
a )

∣∣∣∣∣ ≤ a(ρ1 + c)

|(ea(ω−c) − 1)|
+

2π
a
× a
π

+
2π
a
× a
π

≤ 4 +
a(ρ1 + c)

|ea(ω−c) − 1|
.

On sait que |ea(ω−c) − 1| ≥ ||ea(ω−c)| − 1| donc

|ĥ1(ω)| ≤ 4 +
a(ρ1 + c)

|ea(ω−c) − 1|
≤ 4 +

a(ρ1 + c)

||ea(ω−c)| − 1|
.

Pour ω ∈ ER \ (AR ∪ BR) prenons ω = x + iy et on a :

ea(ω−c) = ea(x−c+iy) = ea(x−c) × eiay , |ea(ω−c)| = ea(x−c).

Par suite

||ea(ω−c)| − 1| = |ea(x−c) − 1|.

Cherchons µ > 0 tel que ∀ω ∈ ER \ (AR ∪ BR), ||ea(ω−c)| − 1| ≥ µ.

Soit x1 , x2 les abscisses de la projection des deux points limites des disques AR

et BR sur le grand axe de l’ellipse.

ω = x+ iy⇒ x ≤ x1 ou x ≥ x2.

Soit ω1 = (x1 + iy1),

∣∣∣∣∣ω1 − c+
2πi
a

∣∣∣∣∣2 =
π2

a2 ⇒ (x1 − c)2 + (y1 +
2π
a

)2 =
π2

a2 ⇒ (x1 − c)2 ≤ π
2

a2
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−π
a
≤ x1 − c ≤

π
a
⇒ c − π

a
≤ x1 ≤ c+

π
a

Ce qui entraine que

c − π
a
≤ x1 < c et c < x2 < c+

π
a
.

Ensuite {
a(x − c) ≤ a(x1 − c) < 0
a(x − c) ≥ a(x2 − c) > 0

⇒
{
ea(c−x) − 1 ≤ ea(x1−c) − 1 = e−a(c−x1) − 1
ea(x2−c) − 1 ≥ ea(x−c) − 1

|ea(x−c) − 1| ≥ 1− e−a(c−x1) pour x < x1,

et

|ea(x−c) − 1| ≥min(1− e−a(c−x1), ea(x2−c) − 1).

Posons µ = min(1− e−a(c−x1), ea(x2−c) − 1), 0 < µ < 1. x1 et x2 sont solutions de


x2

ρ2
1

+
y2

ρ2
2

= 1

(x − c)2 + (y +
2π
a

)2 =
π2

a2

|ĥ1(ω)| ≤ 4 +
a(ρ1 + c)

µ
.

Posons M(R) = max
(
M1,4 +

a(ρ1 + c)
µ

)
on a sup

ω∈ER
|ĥ1(ω)| ≤M(R).

Remarque 4.3.3. La Résolution graphique ou résolution algébrique permet de trouver

les abscisses x1 et x2 des points d’intersections de ER avec le Disque

(x − c)2 + (y +
2π
a

)2 =
π2

a2 (4.3.30)

où

µ = min(1− e−a(c−x1), ea(x2−c) − 1) 0 < µ < 1. (4.3.31)
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D’après le théorème (4.3.2),

|hk,1| ≤ 2M(R)R−k = 2max
(
M1,4 +

a(ρ1 + c)
µ

)
×
(c+α)2

(
1 +

4π2

a2α2

)
−k
2

ĥ2(ω) =
Res(h,c+ 2πi

a )

ω − c − 2πi
a

=
2πi
a

ω − c − 2πi
a

=
−2πi
a

(
1

(c+ 2πi
a )−ω

)
D’après le théorème 10.4 (cf.[76]) on a la formule suivante :

1
z0 −ω

=
4φ(z0)−1

1−φ(z0)−2

∞∑
k=0

φ(z0)−kTk(ω), z0 ∈ C \ [−1,1].

Appliquons cette formule à ĥ2

ĥ2(ω) =
2πi
a

(
1

(c+ 2πi
a )−ω

)
=

2πi
a

(
4φ(c+ 2πi

a )−1

1−φ(c+ 2πi
a )−2

∞∑
k=0

φ

(
c+

2πi
a

)−k
Tk(ω)

)
.

Posons p = φ(c +
2πi
a

)−1 on a :

ĥ2(ω) =
2πi
a

(
4p

1− p2

∞∑
k=0

pkTk(ω)
)

=
∞∑
k=0

2πi
a

(
4p

1− p2p
k

)
Tk(ω) =

∞∑
k=0

8πi
a

(
pk+1

1− p2

)
Tk(ω).

Or

ĥ2(ω) =
∞∑
k=0

hkTk(ω).

Donc par identification

hk,2 =
8πi
a

(
pk+1

1− p2

)
.

En passant au module

|hk,2| =
8π
a

∣∣∣∣∣ pk+1

1− p2

∣∣∣∣∣.
De même

ĥ3(ω) =
−2πi
a

(
1

(c − 2πi
a )−ω

)
=
−2πi
a

(
4φ(c − 2πi

a )−1

1−φ(c − 2πi
a )−2

∞∑
k=0

φ

(
c − 2πi

a

)−k
Tk(ω)

)
.
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Posons q = φ(c − 2πi
a

)−1 on a :

ĥ3(ω) =
−2πi
a

(
4q

1− q2

∞∑
k=0

qkTk(ω)
)

=
∞∑
k=0

−2πi
a

(
4q

1− q2q
k

)
Tk(ω) =

∞∑
k=0

−8πi
a

(
qk+1

1− q2

)
Tk(ω).

Or

ĥ3(ω) =
∞∑
k=0

hkTk(ω).

Donc par identification

hk,3 =
−8πi
a

(
qk+1

1− q2

)
.

En passant au module

|hk,3| =
8π
a

∣∣∣∣∣ qk+1

1− q2

∣∣∣∣∣.
Par suite

|hk | ≤ |hk,1|+ |hk,2|+ |hk,3| = 2max
(
M1,4+

a(ρ1 + c)
µ

)
×
(c+α)2

(
1+

4π2

a2α2

)
−k
2

+
8π
a

∣∣∣∣∣ pk+1

1− p2

∣∣∣∣∣+
8π
a

∣∣∣∣∣ qk+1

1− q2

∣∣∣∣∣.
+∞∑
k=m

|hk | ≤ 2max
(
M1,4 +

a(ρ1 + c)
µ

)
×

+∞∑
k=m

R−k +
+∞∑
k=m

8π
a

∣∣∣∣∣ pk+1

1− p2

∣∣∣∣∣+
+∞∑
k=m

8π
a

∣∣∣∣∣ qk+1

1− q2

∣∣∣∣∣.
+∞∑
k=m

R−k =
R−m

1−R−1 ,
+∞∑
k=m

pk+1 =
pm+1

1− p

+∞∑
k=m

∣∣∣∣∣ pk+1

1− p2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ pm+1

(1 + p)(1− p)2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ φ(c+ 2πi

a )−m−1

(1 +φ(c+ 2πi
a )−1)(1−φ(c+ 2πi

a )−1)2

∣∣∣∣∣.
De même

+∞∑
k=m

∣∣∣∣∣ qk+1

1− q2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ qm+1

(1 + q)(1− q)2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ φ(c − 2πi

a )−m−1

(1 +φ(c − 2πi
a )−1)(1−φ(c − 2πi

a )−1)2

∣∣∣∣∣.
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Finalement d’après le Théorème 4.3.1, on a l’estimation d’erreur suivante :

‖f − fm‖ ≤ 2‖g‖
+∞∑
k=m

|hk |

≤ 2‖g‖
2max

(
M1,4 +

a(ρ1 + c)
µ

)
×

(c+α)2
(
1 + 4π2

a2α2

)
−m
2

1−
(c+α)2

(
1 + 4π2

a2α2

)
−1
2

+

8π
a

∣∣∣∣∣ φ(c+ 2πi
a )−m−1

(1 +φ(c+ 2πi
a )−1)(1−φ(c+ 2πi

a )−1)2

∣∣∣∣∣+
8π
a

∣∣∣∣∣ φ(c − 2πi
a )−m−1

(1 +φ(c − 2πi
a )−1)(1−φ(c − 2πi

a )−1)2

∣∣∣∣∣


‖f − fm‖ ≤ 2‖g‖

2max
(
M1,4 +

a(ρ1 + c)
µ

)
×

(c+α)2
(
1 + 4π2

a2α2

)
−m
2

1−
(c+α)2

(
1 + 4π2

a2α2

)
−1
2

+

8π
a

∣∣∣∣∣ φ(c+ 2πi
a )−m−1

(1 +φ(c+ 2πi
a )−1)(1−φ(c+ 2πi

a )−1)2

∣∣∣∣∣+8π
a

∣∣∣∣∣ φ(c − 2πi
a )−m−1

(1 +φ(c − 2πi
a )−1)(1−φ(c − 2πi

a )−1)2

∣∣∣∣∣
.

Les singularités de la fonction ĥ les plus proches de l’intervalle spectral de la matrice

A déterminent le taux de convergence de la méthode de Lanczos. Il reste entendu qu’une

singularité sur un point de l’ellipse produit le même taux de convergence asymptotique

qu’un pôle ou un autre point de l’ellipse.
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Dans ce chapitre, on donne quelques exemples numériques illustrant le cas de Neu-

mann.

5.1 Discrétisation de l’opérateur A = − d
2

dx2

Soit
∑

une partition uniforme de l’intervalle [0,1] donnée par

0 = x0 < x1 < x2 · · · < xi−1 < xi < · · · < xN = 1 i = 1, · · · ,N h =
1
N

où N est un entier

positif, h étant un pas constant de discrétisation et xi = ih.

Le développement de Taylor à l’ordre n d’une fonction f au point x0 est :

f (x0 +∆x) = u(x0) +
n∑
i=1

∆xi

i!
f (i)(x0) +θ(∆xn+1)

où f (i) désigne la dérivée iieme de f , et f supposée suffisamment continûment

dérivable. Soit l’opérateur :

−d
2u(x)
dx2 .

On l’écrit au point xi : −d
2u(xi)
dx2 .

Par développement de Taylor, on a :
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u(xi+1) = u(xi + h) = u(xi) + h
(
du(xi)
dx

)
+
h2

2

(
d2u(xi)
dx2

)
+
h3

6

(
d3u(xi)
dx3

)
+θ(h4),

u(xi−1) = u(xi − h) = u(xi)− h
(
du(xi)
dx

)
+
h2

2

(
d2u(xi)
dx2

)
− h

3

6

(
d3u(xi)
dx3

)
+θ(h4).

Par sommation, on trouve donc

u(xi+1) +u(xi−1) = 2u(xi) + h2
(
d2u(xi)
dx2

)
+θ(h4)

⇔
(
d2u(xi)
dx2

)
=
u(xi+1)− 2u(xi) +u(xi−1)

h2 +θ(h2).

Soit ui l’approximation de u(xi), on a :

ui ' u(xi).

On obtient le schéma suivant :

(
d2u(xi)
dx2

)
=
ui+1 − 2ui +ui−1

h2 +θ(h2).

D’autre part il faut discrétiser la condition de Neumann u′(0) = u′(1) = 0.

On a

u′(x) =
u(x+ h)−u(x)

h
+θ(h)

et

u′(x) =
u(x)−u(x − h)

h
+θ(h)

u′(0) = 0⇒ u(h)−u(0)
h

+θ(h) = 0⇒ u1 = u0,

u′(1) = 0⇒ u(1)−u(1− h)
h

+θ(h) = 0⇒ uN = uN−1.

L’opérateur discrétisé devient alors
Ahuh = −ui+1 − 2ui +ui−1

h2

u(0) = u0
u1 = u0 , uN = uN−1
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Forme matricielle

On a
1
h2 (−ui+1 + 2ui − ui−1)

pour i = 1 ,
1
h2 (−u2 + 2u1 −u0) =

1
h2 (−u2 +u1)

pour i = 2 ,
1
h2 (−u3 + 2u2 −u1)

pour i = 3 ,
1
h2 (−u4 + 2u3 −u2)

.........................

pour i =N − 2 ,
1
h2 (−uN−1 + 2uN−2 −uN−3)

pour i =N − 1 ,
1
h2 (−uN + 2uN−1 −uN−2) =

1
h2 (uN−1 −uN−2)

Sous forme matricielle, on obtient :

1
h2



1 −1 0 0 . . 0 0
−1 2 −1 0 . . 0 0
0 −1 2 −1 0 . . 0
. 0 . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 . . 0 −1 2 −1
0 0 . . 0 0 −1 1





u1
u2
u3
.
.

uN−2
uN−1


Par identification

Ah =
1
h2



1 −1 0 0 . . 0 0
−1 2 −1 0 . . 0 0
0 −1 2 −1 0 . . 0
. 0 . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 . . 0 −1 2 −1
0 0 . . 0 0 −1 1


,uh =



u1
u2
u3
.
.

uN−2
uN−1


La matrice Ah est tridiagonale (par construction), symétrique et positive.

Proposition 5.1.1. La matrice Ah est symétrique positive.

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



5. Tests numériques 98

Preuve. On applique la définition usuelle, en formant le produit scalaire h2(x,Ahx),

pour un vecteur x de RN−1 quelconque de composantes x1,x2, · · · ,xN−1.

On a

h2(x,Ahx) = h2
N−1∑
i=1

xi(Ahx)i

= x1(x1 − x2) +
N−2∑
i=2

xi(−xi−1 + 2xi − xi+1) + xN (−xN−1 + xN )

= x2
1 − x1x2 + (−x2x1 + 2x2

2 − x2x3 − x3x2 + 2x2
3 − x3x4 − x4x3 + 2x2

4 − x4x5 + ....

− xN−1xN−2 + 2x2
N−1 − xN−1xN ) + x2

N − xNxN−1

= x2
1 + x2

N + 2
N−2∑
i=2

x2
i − x2x1 − 2

N−2∑
i=2

(xixi+1)− x1x2

= x2
1 + x2

N + 2
N−2∑
i=2

x2
i − 2

N−2∑
i=2

(xixi+1)− 2x1x2

= x2
1 + x2

N + x2
2 − x

2
N +

N−2∑
i=2

(x2
i − 2xixi+1 + x2

i+1)

= x2
1 + x2

2 +
N−2∑
i=2

(xi − xi+1)2 − 2x1x2

= (x1 − x2)2 +
N−2∑
i=2

(xi − xi+1)2

=
N−2∑
i=1

(xi − xi+1)2.

Ainsi, (x,Ahx) ≥ 0. Il est clair que la forme quadratique (x,Ahx) s’annule pour

x1 = x2 = · · · = xN−1 = 1. �

Remarque 5.1.1. Pour la cas de Dirichlet, la matrice Ah =
1
h2 Tridiag[−1,2,−1] ∈MN (R)

est une matrice tridiagonale, symétrique et définie positive.

On se limite ici au cas de Neumann qui est intéressant du point de vue pratique. On

suppose donc que g ∈ Ĥ . Cette condition devient en dimension finie

gh ∈ [e0]⊥ = E ⊂ RN−1, où e0 = (1,1, · · · ,1) ∈ RN−1.

La solution du problème discrétisée est notée par
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fh = ϕ(Ah)gh, (en N points). (5.1.1)

L’approximation de Krylov du vecteur fh est donnée par :

fm = ‖gh‖Vmϕ(Hm)e1, ϕ(Hm) = (Im − exp(−Hm))−1Hm.

Comme la matrice Ah est symétrique et tridiagonale, on utilise un cas spécial de la

méthode d’Arnoldi, qui est la méthode de Lanczos pour la recherche des m plus grandes

valeurs propres et les vecteurs propres associés à la matrice Ah symétrique réelle. La

matrice Hm = Tm est tridiagonale et symétrique de la forme

Tm =



α1 β2 0 0 . . 0 0
β2 α2 β3 0 . . 0 0
0 β3 α3 β4 0 . . 0
. 0 . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 . . 0 βm−1 αm−1 βm
0 0 . . 0 0 βm αm


Les notations utilisées pour décrire cet Algorithme sont les suivantes :

αj = Tj,j = hj,j , βj = Tj,j−1 = Tj−1,j = hj,j−1 = hj−1,j

Algorithme de Lanczos

1: Soient v0 = 0, β0 = 0 et v1 ∈ RN tel que v1 =
v

‖v‖
2: Données A, v, m

3: Résultats Vm,Tm

4: On calcule successivement

5: for j = 1, · · · ,m do

6: zj := Avj − βjvj−1 −→ Itération directe

7: αj := (zj ,vj) −→ Produit scalaire

8: zj := zj −αjvj −→ Orthogonalisation

9: βj+1 := ‖zj‖2 −→ Calcul de la norme euclidienne

10: if βj+1 := 0 then
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11: Stop

12: end if

13: vj+1 :=
zj
βj+1

−→ Normalisation

14: end for

On obtient ainsim vecteurs orthonormés vj et une matrice T tridiagonale symétrique

m×m (matrice de Rayleigh) constituée d’éléments diagonaux αj = Tj,j et extradiagonaux

βj = Tj,j−1 = Tj−1,j . Les valeurs propres et vecteurs propres de T se calculent par la

méthode SVD (Singular Value Decomposition). On obtient ainsi les m plus grandes

valeurs propres de A et les composantes des vecteurs propres de A dans la base des vj .

Donc la méthode de Lanczos permet de calculer les valeurs propres d’une matrice

réelle en utilisant la notion d’espace de Krylov. L’intérêt d’utilisation de cette méthode

est dû au fait de sa capacité de permettre le calcul d’une petite partie du spectre

sans avoir à calculer tout le spectre.

5.2 Données exactes

Les figures ci-dessous montrent la solution exacte et l’approximation de Krylov

de l’équation de la chaleur avec les conditions de Neumann. Pour l’approximation

de Krylov, nous faisons varier N (la taille de la matrice) et m (la dimension du sous-

espace de Krylov) pour voir l’efficacité de la méthode. Nous prenons dans chaque

cas comme vecteur de depart de l’Algorithme de Lanczos v = g où g ∈ RN qui est la

fonction de test. On a fm = ‖g‖Vmϕ(Tm)e1.
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Erreur: Exacte/Krylov

Figure 5.1: Comparaison entre la Solution exacte et l’Approximation de Krylov pour N=50,
m=50 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Erreur: Exacte/Krylov

Figure 5.2: Comparaison entre la Solution exacte et l’Approximation de Krylov pour N=200,
m=150 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Erreur: Exacte/Krylov

Figure 5.3: Comparaison entre la Solution exacte et l’Approximation de Krylov pour N=200,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Figure 5.4: Comparaison entre la Solution exacte et l’Approximation de Krylov pour N=400,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Erreur: Exacte/Krylov

Figure 5.5: Comparaison entre la Solution exacte et l’Approximation de Krylov pour N=1000,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Nous constatons que quand m�N la méthode de Krylov donne une approximation

beaucoup plus efficace de la solution exacte. Elle est particulièrement utile du fait de la

réduction du coup de calcul (nombre d’opérations) pour les matrices de grande taille.

Remarque 5.2.1. Nous pouvons tracer les différentes courbes en fonction de la taille N

de la matrice et la dimension de l’espace de Krylov m mais notre fonction f est définie

dans [0,1].
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Solutions : Exacte et Approchée de Krylov
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Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

 

 

Erreur: Exacte/Krylov

Figure 5.6: Comparaison entre la Solution exacte et l’Approximation de Krylov pour N=1000,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.

Remarque 5.2.2. Il est possible de calculer certaines fonctions de matrice avec Matlab

en utilisant la méthode SVD telles que eA, A
1
2 , cos(A), sin(A), ln(A). D’une manière
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générale si A peut s’écrire sous la forme A = T −1DT où T est une matrice carrée

inversible, D une matrice diagonale et T −1 matrice de passage et f une fonction de

matrice alors

f (A) = f (T −1DT ) = T −1f (D)T = T −1diag(f (λ1), f (λ2), · · · , f (λn))T .
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Solutions : Exacte, Krylov, SVD

 

 

Solution exacte

Solution Krylov
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Erreur entre la solution exacte, la solution approchée et la solution calculée par SVD

 

 

Erreur:exacte/Krylov

Erreur:exacte/SVD

Erreur: Krylov/SVD

Figure 5.7: Comparaison entre les solutions exacte, SVD et Krylov pour N=200, m=100 et la
Courbe d’erreur pour la précision.
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Les solutions dans le cas des données perturbées(bruitées)

Pour examiner le cas de données bruitées, on utilise la commande Matlab ”randn”

(Le rand fonction génère des tableaux de nombres aléatoires dont les éléments sont

répartis uniformément dans l’intervalle [0,1]) pour générer des données perturbées gδ :

gδ = g + ε randn(size(g)) (5.2.2)

où ε est la taille du bruit, randn(.) est la fonction du bruit aléatoire distribué selon

la loi normale avec les paramètres : la moyenne 0, la variance σ2 = 1, et l’écart type σ = 1.

”randn(size(g))” renvoie un tableau d’entrées aléatoires qui est de même taille que g.

Pour l’approximation de Krylov, nous fixons N (la taille de la matrice) et m (la

dimension du sous-espace de Krylov) et nous faisons varier ε jusqu’à l’obtention

d’une solution raffinée. Nous prenons dans chaque cas comme vecteur de depart de

l’Algorithme d’Lanczos v = gδ où gδ ∈ RN qui est la fonction de test.
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Erreur: Exacte/Krylov

Figure 5.8: Comparaison entre la solution exacte et l’approximation de Krylov (resp. la solution
exacte et la solution discrétisée) dans le cas perturbé pour N=30, m=12, ε = 10−4 et la courbe
d’erreur pour la précision.
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Erreur: Exacte/Krylov

Figure 5.9: Comparaison entre la solution exacte et l’approximation de Krylov (resp. la solution
exacte et la solution discrétisée) dans le cas perturbé pour N=30, m=12, ε = 10−5 et la courbe
d’erreur pour la précision.
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Conclusion et perspectives

L’objectif principal était la mise en œuvre d’une méthode inverse par la technique

de projection de Krylov permettant le calcul numérique des systèmes de la forme

u = Φ(A)v.

Nous avons étudié la possibilité d’utiliser une technique de calcul matriciel basée

sur une méthode de projection de type Krylov. L’analyse de cette technique proposée

dans ce travail montre que la méthode de projection peut fournir un outil efficace pour

l’approximation d’une fonction de matrice croissante.

Nous avons ainsi illustré l’intérêt de disposer d’outils élaborés de résolution d’équa-

tions matricielles.

Pour tester l’efficacité de la méthode, nous l’avons appliqué à un problème inverse

d’identification de sources avec des conditions aux limites différentes(Neumann/Dirichlet).

A fin de mieux comprendre l’effet régularisant de la méthode de Krylov nous avons

considéré des données entachées du bruits pour voir l’influence des perturbations

sur la régularisation de la solution.

Ensuite nous avons développé une nouvelle approche qui permettrait de calculer

l’estimation d’erreur entre la solution exacte et l’approximation de Krylov avec une

fonction croissante en introduisant les notions de résidu autour des points de singu-

larités de ladite fonction. Cette estimation nous a permis d’étudier théoriquement le

comportement de la convergence de la méthode de Krylov ainsi que sa stabilité.

Cette estimation nous permet de donner la taille exacte de l’espace de Krylov selon

le test d’arrêt fixé et les précisions souhaitées à établir.

Des résultats tant sur le plan théorique que sur le plan pratique de performance

ont été obtenus pour la résolution des systèmes de la forme u = Φ(A)v.
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L’une des perspectives que nous envisageons d’entamer dans un futur proche est

d’étendre l’estimation d’erreur en dimension 2 (2D) par exemple à un problème inverse

elliptique de type identification de conditions aux limites et identification de sources.

.1 Programme MATLAB

1 c l e a r ; c l c ;
2 n=input ( ’ Donner� l a � t a i l l e �de� l a �matrice� ca r r ee ��n= ’ ) ;
3 h=1/n ;
4 A=g a l l e r y ( ’ t r i d i a g ’ ,n,−1/h^2 ,2/h^2,−1/h^2) ;
5 % A=t r i d i a g (−1/h^2 ,2/h^2,−1/h^2 ,n ) ;
6 A( 1 , 1 ) =1/h^2;
7 A( n , n ) =1/h^2;
8 m=input ( ’ Donner� l a �dimension�de� l ’ ’ espace�de�krylov� a s s o c i e e �a�

b� i n f e r i e u r �a�n�m= ’ ) ;
9 eps i lon=input ( ’ Donner� l a �valeur�de� eps i lon �pour� l a �perturbat ion

�de�g� eps i lon= ’ ) ;
10 i f nargin < 3 , m=n ; end
11 %Calcul de l a fonct ion de t e s t g
12 %
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

13 x=l i n s p a c e ( 0 , 1 , n ) ;
14 g=(1−exp(−pi ^2) ) * cos ( pi *x ) ;
15 gn=g+eps i lon * randn ( s i z e ( g ) ) ;
16 v=gn ’ ;
17 %
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

18 %Calcul de l a s o l u t i o n exacte
19 fe=pi ^2* cos ( pi *x ) ;
20

21 %Construction de l a base de Krylov par Lanczos
22 %%
23 n = length ( v ) ;
24 T = zeros (m) ;
25 Q = zeros ( n ,m) ;
26

27 v1 = v/norm ( v ) ;
28

29 z = A*v1 ;
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30 alpha = v1 ’ * z ;
31 z = z − v1* alpha ;
32

33 Q( : , 1 ) = v1 ; T( 1 , 1 ) = alpha ;
34

35 fo r j = 2 :m,
36

37 beta = norm ( z ) ;
38 v0 = v1 ; v1 = z/ beta ;
39

40 z = A*v1 − v0* beta ;
41 alpha = v1 ’ * z ;
42 z = z − v1* alpha ;
43

44 T( j , j −1) = beta ; T( j −1 , j ) = beta ; T( j , j ) = alpha ;
45 Q( : , j ) = v1 ;
46

47 end
48

49 e1=zeros (m, 1 ) ;
50 e1 ( 1 , 1 ) =1;
51 %%
52

53 fm=norm ( v ) *Q* ( T* ( eye ( s i z e (T) )−expm(−T) ) ^−1) * e1 ;
54 fm ( 1 )=fe ( 1 ) ;
55 fm( n )=fe ( n ) ;
56

57 fd =(A* ( eye ( s i z e (A) )−expm(−A) ) ^−1) *v ;
58 fd ( 1 )=fe ( 1 ) ;
59 fd ( n )=fe ( n ) ;
60 f i g u r e ( )
61 hold on ,
62 %grid on ,
63 plot ( fe , ’ b ’ ) ,
64 plot ( fm , ’ r−− ’ ) ,
65 plot ( fd , ’k : ’ ) ,
66 legend ( ’ Exacte ’ , ’ Krylov ’ , ’SVD ’ ) ,
67 t i t l e ( ’ So lut ions � : �Exacte , �Krylov , �SVD ’ ) ,
68 hold off ,
69 %%
70 f i g u r e ( )
71 hold on ,
72 grid on ,
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73 plot ( abs ( fe ’−fm) , ’ r ’ ) ,
74 plot ( abs ( fe ’− fd ) , ’k ’ ) ,
75 legend ( ’ Exacte / Krylov ’ , ’ Exacte /SVD ’ ) ,
76 t i t l e ( ’ Erreurs ’ ) ,
77 hold off ,
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