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Résume

Dans ce travail, nous étudions un probleme inverse du type identifica-
tion de sources pour un probléeme parabolique modélisant la diffusion dans
un rectangle.

En utilisant la décomposition spectrale de l'opérateur différentiel A, on
peut expliciter la solution formelle du probleme sous la forme d’une série de
Fourier avec des coefficients non-bornés (hautes fréquences).

Nous proposons dans notre étude une méthode de régularisation basée sur
la troncature spectrale, qui nous permet de construire une solution approchée
et stable. Ensuite, la solution stabilisée sera projetée sur un sous espace de
Krylov engendré par 'opérateur A en dimension finie. Cet algorithme nous
fournit une méthode pratique et simple pour calculer numériquement la
solution stabiljsée.

Plus précisément, nous faisons une analyse théorique de 'approximation
de ®(A)g = (I —e )L Ag par la méthode de Krylov, et nous démontrons une
estimation d’erreur entre la solution discrétisée et sa projection de Krylov.

Ensuite, nous donnons le bilan d’erreur entre la solution exacte et 'approxi-
mation de Krylov, pour tester l'efficacité de la méthode et pour permettre de
définir un critere d’arrét selon la taille du sous espace de projection de Krylov.

Mots Clés : Probléme mal posé, Probléme inverse parabolique, Identification
de sources, Sous-espace de Krylov, Fonctions de matrices, Méthodes de projection
de Krylov, Régularisation, Filtrage spectral.
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Introduction

1.1 Problematique de la these

La problématique abordée dans cette these s’inscrit dans le cadre des problemes
mal-posés en EDP au sens d’Hadamard.

En 1923, le mathématicien francais J. Hadamard a écrit son livre célébre sur les
équations aux dérivées partielles et leur signification physiqueﬂ Cet ouvrage fut le
point de départ au développement du concept de probleme bien posé en physique
mathématique. Il s’agit d’'un probleme dont la solution existe, est unique et dépend
continiment des données (stabilité). Bien entendu, ces notions doivent étre précisées
par le choix des espaces (et des topologies) dans lesquels les données et la solution
sont considérées. Dans ce méme livre Hadamard laissait entendre (et c’était aussi
une opinion partagée avec I.G. PetrovskyE[) que seul un probleme bien posé pouvait
modéliser correctement un phénomene physique.

La physique mathématique a longtemps ignoré les problemes mal posés, les consi-
dérant, soit dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La

réalité actuelle est toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de certains

1. J. HapaMmARD, Lectures on Cauchy’s problem in linear PDEs, Yale University Press, New Haven (1923).
2. 1.G. Pterovsky, Lecture on Partial Differential Equations, New York : International Publishers (1954).



1. Introduction 2

problémes pratiques est reconnu et motive de nombreuses recherches en mathématiques
(65, 146, 44, 32, 94, (53] (55| [17, [10), [T}, 1]

L’étude des phénomeénes dans la nature nous permet de calculer des quantités
ou des propriétés physiques d’un modele donné. On distingue alors deux types de
problemes : les problemes directs et les problemes inverses.

e De maniere schématique, un probléme inverse peut étre formulé comme étant une
relation fonctionnelle (Input, Systéeme, Output), ou l'objectif d’étude est d’identifier des
causes connaissant des effets. D’apres J.B. Kellerﬂ deux problémes sont dits inverses
I'un de l'autre si la formulation de I'un met l'autre en cause.

e La causalité et I'irréversibilité donnent une dichotomie entre les phénomenes phy-
siques, qui peuvent étre quantifiés mathématiquement en deux classes de problemes :
les probléemes bien posés et les problemes mal posés. En se référant a cette dichotomie,
le mot problemes inverses désigne tous les problemes qui partagent le caractére mal
posé par opposition aux problemes dits directs.

e La thématique des problémes inverses et en particulier leurs méthodes de trai-
tement numérique sont d’'une grande importance pour les sciences appliqués et la
technologie; elles sont cruciales pour le développement des techniques de mesure et de
diagnostique pour des systemes complexes et partiellement accessibles.

e L’analyse mathématique des problémes inverses et les problémes mal-posés est
un champ de recherche en plein essor. Méme si de grandes avancées ont été effectuées
ces dernieres années, de nombreuses questions restent encore posées et méritent un
effort sérieux pour aboutir a des réponses méme partielles. Les questions qui nous
intéressent dans cette these sont centrées autour de la stabilisation et la régularisation
de certains problemes inverses du type "identification de sources et de complétion de
données" et leurs méthodes d’approximation numérique.

e Beaucoup de systemes en physique, mécanique et biologie, ou en sciences mé-
dicales sont décrits par des EDP. Le controle des EDP concerne I’étude des variables

importantes caractéristiques de ces systemes, leur évolution dans le temps, et les moyens

3. J. B. KeLLER, Inverse problems, Amer. Math. Monthly, 83 (1976), 107-118.

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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d’influencer leur avenir en les agitant a proximité de cibles souhaitées ou reconstruire
leur passé, en tenant compte des contraintes et des couts de controle.

Le controle des EDP est de plus en plus impliqué dans de nombreuses applications
de la technologie. Cette demande en croissance rapide de notre société crée une forte
dynamique d’innovation et de nouveaux probléemes mathématiques dans les aspects
théoriques ainsi que les méthodes du calcul numériques, et nécessite des processus
efficaces intégrés de controle pour applications.

Par ailleurs, les problemes inverses pourraient étre décrits comme des problemes ou la
réponse est connue, mais pas la question; ou lorsque les résultats, ou les conséquences
sont connus, mais pas la cause. Comme simple exemple, quand on connait la capacité
thermique spécifique d’un liquide, on peut calculer combien de temps il faudra pour
faire bouillir une quantité donnée de ce liquide. Supposons maintenant qu’on sait
combien de temps prend un liquide a I’ébullition, peut-on savoir de quel liquide il
s’agit? Ils se présentent comme la recherche de ’entrée a partir de la sortie.

Donc la problématique de I'inversion apparait dans de nombreux domaines tels que

les domaines cités ci-dessus et surtout du traitement de données en général.

1.2 Contenu de la these

B Dans cette these, notre effort sera consacré a I’aspect numérique d’une classe de
problémes inverses paraboliques. La stratégie numérique est basée sur la troncature
(filtrage) spectrale et les méthodes de projection de Krylov. L'étude est complétée aussi
par un bilan d’erreur et une série d’expérimentations numériques justifiant 1’effet

régularisant et la robustesse de la méthode du calcul utilisée dans notre investigation.

B Quelques problemes inverses en EDP se ramenent a des problemes d’approxi-
mation matricielle (fonction matricielle u = ®(A)v) intervenant des matrices carrées de
grande taille.

Parmi les méthodes de calcul de l'expression u = ®(A)v il y a les méthodes de

projection de Krylov, qui sont bien étudiées et expérimentées numériquement pour

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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certaines classes de fonctions (les fonction décroissantes, les fonctions de type Markov,

les fonctions completements monotones [23],57,25],199, (9, 71,186, (62}, 143]) .

Les fonctions intervenant dans les problémes inverses sont des fonctions croissantes,

donc engendrent plus de difficultés, et peu de résultats sont disponibles.

Comme nous traitons un probléme mal posé, une procédure de régularisation est
nécessaire pour neutraliser le comportement instable. Lorsqu’il s’agit d’identifier ou
de calculer une grandeur physique a partir des observation (mesures), on est amené
souvent a inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution du probleme
direct). Cette inversion, qui est souvent mal posée, nécessite un traitement particulier
des instabilités, par des techniques dites de régularisation qui consistent a perturber
légerement le probleme, ou d’éliminer les hautes fréquences responsables de cette
instabilité, de maniere a rendre le probléme en question bien posé et numériquement

réalisable.

Ce Travail s’inscrit dans le cadre des problemes inverses en EDP, dont les techniques
mathématiques utilisées relevent de ’analyse fonctionnelle et de la théorie spectrale.
Il est composé de quatre chapitres, un chapitre rappel et trois chapitres essentiels,

une conclusion et quelques annexes.

— Dans le Chapitre 1, nous rappellons quelques résultats d’analyse fonctionnelle,
ainsi que les outils d’analyse des problemes mal posés. Un apercu non exhaustif est
donné pour faciliter la lecture et comprendre les questions liées a cette thématique

a travers des exemples académiques.

— Le Chapitre 2 est consacré a I’évaluation numérique de ®(A)v (’action de ®(A)
sur v) conduisant a I’étude du systeme de la forme : W(A)u =v & u =D(A)v, ou u
est la solution recherchée, v les données du probleme, A une matrice symétrique
positive (resp. définie positive) de grande taille et @ une fonction suffisamment

réguliere (ou analytique) sur le spectre A(A) de A. Nous rappellons quelques

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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définitions d’une fonction de matrice et certaines propriétés élémentaires tout en

mettant l’accent sur quelques matrices particulieres.

— Le troisiéme Chapitre est dédié a 'application de la méthode de Krylov a un
cas concret : I’équation de la chaleur. L’étude est achevée par une démonstration

théorique de I’estimation d’erreur entre la solution exacte et la solution de Krylov.

— le chapitre 4 porte sur la discrétisation et la mise en ceuvre de quelques exemples
académiques. Nous proposons une résolution analytique du probléeme inverse en
question par la méthode de Fourier. Ce qui nous permet d’avoir une idée claire
sur 'instabilité du probleme et son degré de complexité. Pour tester l'efficacité de
la méthode et son effet régularisant, nous 'appliquons au probleme de la chaleur

avec conditions aux limites de Neumann.

1.3 Note bibliographique

O Dans la littérature mathématique, on remarque que ces dernieres années, un
nombre de travaux a été consacré a la méthode de projection de Krylov. Cet effort scien-
tifique est un témoignage sur la popularité et l'efficacité de ces outils mathématiques
dans le traitement numérique de 1’analyse spectrale de grande échelle.

Notre choix de cette stratégie numérique est basé sur deux motivations :

e Le fondement théorique solide développé par des grands spécialistes reconnus
dans le domaine du développement de logiciels industriels. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecture a [62,/43] pour les aspects théoriques, et pour le coté informatique,
on peut consulter (http ://www.guettel.com).

o L'effet régularisant constaté dans le traitement numérique de certains problemes
inverses trés complexes, ainsi que le type de convergence qui est super-linéaire [66),
80, 181}, 154, 72, 134, [50].

O Pour les probléemes inverses d’identification de sources, beaucoup d’auteurs se
sont intéressés pour cette catégorie de problemes, ou l'effort était comment neutraliser
le caractere d’instabilité. On peut citer ici quelques références résumant les différentes

approches, comme par exemple : la méthode de Tikhonov, la méthode de troncature

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako
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spectrale, la méthode variationnelle de I’état adjoint et d’autres méthodes numérique
(41}, 79, 26, 127, 15, 7, 194], 184}, 185, 95, 12}, [13], 14, [58],59], 160}, [97]].

O On note ici que I’étude des problemes inverses en EDP du type identification de
sources/données traités par la méthode de Krylov, se distinguent par la rareté des résul-
tats.

La présente these est une continuation dans la méme direction développée par

les auteurs [49, [75] [2].

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



Résultats preliminaires et notations

L'objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront
utilisés tout au long de ce travail. Pour plus de détails, des références a la littérature
seront systématiquement données.

On se place dans un un cadre hilbertien (H; — H;), ou H; est un espace de Hilbert

sur K = R ou C, muni de la norme |.|; et le produit scalaire (.,.);, (i = 1,2).
2.1 Eléments de théorie spectrale

2.1.1 Opérateurs linéaires

De maniere générale, un opérateur linéaire est une application A: D(A) C H; — H,
linéaire, ou D(A) est le domaine de définition de I’application linéaire A, qui est un
sous-espace vectoriel de Hy, que 'on suppose en général dense dans H;. L'opérateur

A : D(A) = H — H, est dit borné si la quantitée
1Al = sup{lAuly,, u e D(A), |uly, =1}

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D(A), et lorsque D(A)
est dense dans H;, A s’étend de maniere unique a un opérateur borné sur H;.
e Tout opérateur A est completement défini par son graphe G(A) qui est un sous-

espace vectoriel de H; x H, défini par G(A) = {(v, Av), ve D(A)}.

7



2. Résultats préliminaires et notations 8

Pour tout opérateur linéaire A : D(A) € H; — H,, on note par :
N(A) = {h € D(A), Al =0} (noyau de A),
R(A) = {h2 = Ahy, hy € D(A)} (image de A).

2.1.2 Opérateurs bornes

On note L(H;, H,) (resp. L(H;)) I'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus
de H; dans H, (resp. des endomorphismes continus de H;) muni de la topologie de

la convergence uniforme :

|Bu|
Be L(H\,H,), Bl )= sup 2.
uery\(0) [1h

Définition 2.1.1. On dit qu’'une application linéaire continue S € £L(H;, H,) est inver-
sible ssi il existe une application S” € L(H,, H) telle que
S/OS :IH1 et SOS’:IHz.

-1

L'application S’ si elle existe est unique. On notera S = S7 et

Inv(Hy,H,) := {S € L(Hy,H,), S inversible }

Théoréme 2.1.1. [Théoréme des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continue S € L(H,, H,) est inversible.

Définition 2.1.2. Soit A € L(H). On appelle ensemble résolvant de A, I'ensemble
p(A) = {)\ e C; Ay = (A —A) est inversible (& bijectif )}

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté
o(A):=C\p(A).

On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, i.e.,

spr(A):= sup ||
Aea(A)
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2. Résultats préliminaires et notations 9

» Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.
Le spectre ponctuel de A (noté 0,(A)) est 'ensemble des A € C tels que A, soit non
injectif :

A€ o,(A) = N(A,) = {0}.

Un élément A € o

»(A) est dit valeur propre de A, s’il lui correspond un 0 = h € H tel que

Ah = Ah que l'on appelle vecteur propre correspondant a A.

Définition 2.1.3. (et proposition) Soit S € £(H;, H,). Alors il existe un unique opérateur

S* € L(H,, Hy), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :
(Shy,hy), =(hy,Shy)y, Yhy € Hy, Yhy € H,.
De plus, on a les propriétés suivantes :
IS =187l s™=(S")"=S.
Si S est bijectif (i.e. inversible), alors S* Iest aussi, et (5*)™! = (S71)".

Définition 2.1.4. Soit H un espace de Hilbert. On dit que A € L(H) est auto-adjoint si
A=A
A=A"—= (Ax,y)=(x,Ay), VYx,yeH.

2.1.3 Opérateurs non-bornés

Définition 2.1.5. On dit qu'un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans
H, x Hy, i.e., pour toute suite (u,,) C D(A) telle que u,, — u dans H; et Au, — v dans

H,, alors u e D(A) et v = Au.

» Lopérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son

domaine de définition D(A) muni de la norme du graphe (|u|g := [u|y, +|Aul|y,) dans H;.

Théoreme 2.1.2. [Théoréeme du graphe fermé] Si l'opérateur fermé A est défini sur tout

'espace Hy, alors A est borné

(A fermé et D(A)=H; = A borné).
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2. Résultats préliminaires et notations 10

Définition 2.1.6. (et proposition) Soit A : D(A) ¢ H; — H, un opérateur non-borné
a domaine dense. On peut définir 'opérateur non-borné A* adjoint de l'opérateur A,
comme suit :

A*:D(A*)CH, — H;

D(A") = {v € Hy:dc>0tel que (v, Au)| <cluly,, Yue D(A)}.
Dans ce cas la fonctionnelle u — g(u) = (v, Au) se prolonge de facon unique en

une fonctionnelle linéaire f : Hy — K telle que |f(u)| < c|u|y,, Yu € H;. Par suite

f € H{ ~ H;. On a par conséquent la relation fondamentale qui lie A et A
(v, Auyy, =(A™v, u)y,, Vu€D(A), Vv e D(A).

» Si A:D(A) C Hi — H, est un opérateur non-borné a domaine dense, alors A* est

fermé.

Définition 2.1.7. On dit qu'un opérateur A : D(A) C H — H est symétrique lorsque
V(u,v) € D(A)x D(A), (Au,v)=(u,Av)
Définition 2.1.8. L'opérateur A: D(A) C H — H est dit auto-adjoint si A = A%, i.e.,
D(A)=D(A) et (v, Au) = (Av, u), V(u,v) € D(A)xD(A).

Théoreme 2.1.3. Soit A : D(A) C H — H un opérateur fermé symétrique. A est auto-

adjoint si et seulement si 0(A) CR.

Théoreme 2.1.4. [Caractérisation des opérateurs a image fermée]
Soit A:D(A) C Hy — H; un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = H;.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) R(A) est fermé, (ii) R(A) est fermé, (iii) R(A) = N(A*)*, (iv) R(A") = N(A)L.

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

Théoreme 2.1.5. Soit A: D(A) C H; — H, un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = H;.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(a) A est surjectif, i.e., R(A) = Hy,

(b) il existe une constante k > 0 telle que
|v| < k|A™v|, VYveDA),
(c) N(A*) = {0} et R(A") est fermeé.

Corollaire 2.1.1. Soit A: D(A) C Hi — H, un opérateur non-borné, fermé, avec

D(A) = Hy. Lopérateur A admet un inverse borné A™* sur H, si et seulement s’il existe deux

constantes my et m, telles que
|u| < mq|Au|, YueDA),

[v| < my|A™v|, Vv eDAY).

2.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A : D(A) ¢ H — H un opérateur non borné que l'on suppose fermé[|E|E|

et a domaine dense.
Définition 2.1.9. On appelle ensemble résolvant de A, 'ensemble
p(A) ={AeC: A, = AI — A est bijectif}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté

a(A)=C\p(A).

e On note que si A € p(A), I'inverse R(1;A) = A/_\l est défini sur tout 'espace et est
fermé. Par le théoreme du graphe fermé¢, il est borné, i.e., A/_\1 € L(H). Cet opérateur
est appelé la résolvante de A.

e L'ensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et I'application
p(A) 3 A +— R(A; A) est analytique sur chaque composante connexe de p(A). La résol-

vante satisfait a I’équation fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante :

R(A;A) =R(Ag;A) = (A2 = A)R(A5A)R(A; A).

1. L’hypothése de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. Si An’est pas fermé, alors p(A)=0.
3. SiA=A%alorso(A)z0et o(A)CR.
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e Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus l'opérateur A est borné,
alors 0(A) est un compact non vide.
Examinons a présent de plus prés la structure du spectre.

e Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :
0,(A) = {1 € C: A) nest pas injectif}.

Un élément A de 0,(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 = 9 € D(A)
tel que A9 = 0, que l'on appelle vecteur propre (fonction propre quand H est un
espace de fonctions) correspondant a A.
e SiA€o(A)\o,(A) donc A est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :
. SiR(A)) n’est pas dense, on dit alors que A € 0,(A) le spectre résiduel de A.

. Si R(A,) est dense, on dit alors que A € 0.(A) le spectre continu de A.

2.2 Théorie de Riesz-Fredholm

2.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 2.2.1. On dit qu’'un opérateur K € L(H;, H;) est compact si K(BHl (0,1)) est
relativement compact pour la topologie forte. On désigne par K(H;, H,) 'ensemble des

opérateurs compacts de H; dans H, et on pose K(H;, Hy) = K(H;).

» La compacité d’un opérateur T € L(H;, H,) est caractérisée comme suit :
T € K(H;, Hy) &= VY(x,) C H;, x,, — 0 (faiblement) = Tx, — 0 (fortement).

» Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si S; € L(E, F) et S, € K(F, G)
(resp. S; € K(E, F) et S, € L(F, G)), alors S,51 € K(E, G).
» [Théoréme de Shauder] Si K est compact, alors K* est compact. Et réciproque-
ment.
Théoreme 2.2.1. Soit K € K(H) avec dim(H) = co. Alors on a :
(a) 0€o(K),

(b) o(K)\{0} = 0, (K)\{0},
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(c) l'une des situations suivantes :
. ou bien o(K) = {0},
. ou bien o(K)\{0} est fini,

. ou bien o(K)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théoreme 2.2.2. On suppose que H est séparable. Soit T € K(H) un opérateur auto-adjoint

compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T :

VxeH, x=xq9+ Z(x, er)er, X e N(T), Tx= Z/\kek.
k>1 k>1

2.2.2 Famille spectrale et résolution de l’identité

e Version discréte

Deéfinition 2.2.2. Soit A : D(A) C H — H un opérateur non borné. Alors A est dit a

résolvante compacte si

YAep(A), R(AA) e K(H).
On a le résultat suivant :

Théoreme 2.2.3. Un opérateur A: D(A) C H — H est d résolvante compacte ssi il existe
p € p(A) tel que R(p; A) € K(H).
Théoreme 2.2.4. Soit A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors
(1) 0,(A)=0,
(2) 0(A)=0,(A)Uoc(A)CR,
(3) A>0 < 0(A)C[H,00].
Théoreme 2.2.5. Soit A: D(A) C H— H un opérateur auto-adjoint borné inférieurement

et a résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne dans

H, (e;,)m>1 C D(A), et une suite de réels (A,,),,>1 telles que
M <A< <), — +oo, Ae,,=Ae,, m=1,2,...
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Remarque 2.2.1. Si A:D(A) C H— H est un opérateur auto-adjoint avec
A>0>0= 0€p(A), et I'injection H' := (D(A),|.|g) = H est compacte, alors A est a

résolvante compacte et donc diagonalisable.

e Version continue

Définition 2.2.3. Une famille {E,} g de projections orthogonales dans H est appelée

famille spectrale ou encore résolution de l'identité si elle satisfait aux conditions :

(1) ErE,=Einfruy A HER
(ii) E_o=0, E,n=1
ouE_ h= hm E\h, E, . h= lim Eyh, heH,

A——c0 A—+oo
(111) E/\+0 —E/\ ou E/\+Oh— hm OE/\+€h heH.
>0, 6>

Les limites sont prises au sens de la norme de H.

Théoreme 2.2.6. Soient H un espace de Hilbert et A un opératur auto-adjoint dans H. Alors

il existe une famille spectrale {E,},cr telle que

(Ax, p) = f/\d(E,\x, y), Ax= f/\dE,\x.

R R

On note symboliquement A = f AdE,.
R

Théoreme 2.2.7. Soit A — f(A) une fonction continue a valeurs réelles. Soit D C H définie
par:

D=!heH: Jlf(/\)lzdlEAhF <oob.
Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :
(Sx,v) = jf d(E x,y), x€D,yeH,

de domaine D(S) = D.
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2. Résultats préliminaires et notations 15

Fonctions d’un opérateur auto-adjoint

+00
Soit A un opérateur auto-adjoint dans 1’espace de Hilbert H, A = f AdE),
Ao
Ay = info(A) > 0, sa décomposition spectrale.
Définition 2.2.4. On définit :
e Les puissances de A.
+o0 +00
AT = J AdE,, reR, heDA") = | A" d|E h|* < .
Ao Ao

On note ici, que pour tout r <0, A" € L(H), et si r =0, A =1.

Pour tout 7 > 0 et pour tout h € D(A"), on a (A"h, h) > AJ|h|*.

Pour tout 7 > 0, D(A”) muni de la norme [h|? = |A"h|>, heD(A"), est un espace de
Hilbert.

Si0<r <ry,, D(A?) < D(A") et D(A™?) est dense dans D(A™).

e f(A) pour une fonction f continue sur R.

f= [ FdE, by — [ IR dEME <o
Ao

Ao
2.3 Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm

On suppose que H est séparable. Soit T € K(H) un opérateur auto-adjoint compact

donnée par sa décomposition spectrale :

VheH, h=hy+ Z(h, er)er, ho € N(A), Th= Z/\kek.
k>1 k>1

Considérons 1’équation

(T-AI)f =g, (2.3.1)

o0 o
ouf = fy+ anen, g=g0+ Zgnen sont deux vecteurs de H donnés.

n=1 n=1

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



2. Résultats préliminaires et notations 16

e Si A ¢ 0(A), la solution de I’équation (2.3.1) est donnée par :

V(8 ), %
f_Z(An—/\)e” X
n=1
e Si A = )\, # 0, ’équation (2.3.1) n’a de solution que si g, = 0 (& g € ker(T — A,I)*)
et dans ce cas les solutions sont données par :

IS & ) %
f_[Z(An—/\)e” | O

n#+s

ou G, est un élément arbitraire de ker(T — A,I).

e Si A =0, pour que I'équation T f = g ait une solution il faut et il suffit que

fo=0e= f eN(T)* =R(T)

et que la série

i 19,12
2
n=1 /\”

soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par :

I8
f= Z(An—/\)e” +Go

n=1

ou Gy est un élément arbitraire de ker(T).

2.3.1 Décomposition en valeurs singulieres

Considérons maintenant un opérateur compact T € K (Hy, H,), ou Hy, H, sont deux
espaces de Hilbert séparables. L'une des approches les plus pratiques pour étudier le
probleme inverse Th; = h,, consiste a utiliser la décomposition en valeurs singulieres
(S VD) de l'opérateur T. Cette décomposition propose des bases pour les espaces de

Hilbert H, et H, permettant d’exprimer et de résoudre simplement le probleme.

Définition 2.3.1. Valeurs singulieres. Soient H;, H, deux espaces de Hilbert sépa-
rables et T € K (Hy, H). On appelle valeur singuliere de l'opérateur T, le réel positif

s =V, o1 A est une valeur propre de l'opérateur K = T*T : Hl — H;.

4. La notion de valeurs singuliéres généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-
adjoints.
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Théoréme 2.3.1 (Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)). Soit T € K (H;, H,) et
Pry la projection orthogonale sur N(T). Alors il existe une suite de valeurs singuliéres (s,,) et

deux systémes orthonormés {@1,@,,...} C Hy, {1, ¥,,...} C H; tels que :
1. (s,) est décroissante, s,, — 0,n —> oo.
2. T = sk T hr = sk i
3. VheH, h= Z(h, ©1) @i + Proh.

k>1
4. VYheH,, Th= Zsk (h, 1) Pr.
k>1
5. Vhe H,, T*h= Zsk (h, l/)k)(pk.
k>1

Le systeme {(sg; Pr, Yi)}gs, est appelé systeme singulier de T .
La famille (¢,,) est une base hilbertienne de N(T)*, la famille (1,,) est une base hilber-

tienne de R(T).

Remarque 2.3.1. Le calcul des valeurs singulieres et I’étude de leur vitesse de décrois-
sance peut donc fournir des renseignements sur le caractére mal posé d’un probleme

inverse donné.

2.4 Problemes mal posés et problemes inverses

Probléemes directs. Si on note par P l'espace des parameétres, E ’espace des excita-
tions et R 'espace des états (réponses), alors le probleme direct L : P xE — R, consiste
a calculer la réponse d a partir de la donnée des sollicitations x et des parametres p.
Les équations de la physique donnent en général la réponse d comme fonction de x
et p: L(x,p) = d, la notation L symbolise les équations de la physique du probleme
considéré; on parle parfois du modele physique.

Probléemes inverses. D’un point de vue "physique" ou "expérimental"”, on dit qu’on
a un probléme inverse toute situation ou ’on souhaite évaluer une certaine grandeur
physique p inaccessible a I'expérience a partir de la mesure d’une autre grandeur 4
directement accessible a ’expérience, connaissant un modéle mathématique du pro-

bléme direct qui donne explicitement d a partir de p (ce que l’'on note symboliquement
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d = G(p)). R

» Problemes directs et Problémes inverses en EDP

[J Dans le cas de problemes directs, étant donné un domaine () C RN on s’intéresse
aux solutions u : QO x[0,00[ 2 (x,t) — u(x,t) € E de
i +F(t,x,8g11u,...,8i5u) =f, dans Q
{Bi}?zl u=4gy sur dQ x [0, 00[,
u(x,0)=ugy(x) dans Q)
[J Dans le cas de problemes inverses; a partir d’'une connaissance partielle de la

solution u de 'EDP (mesures internes, mesures frontieres), on doit retrouver par

exemple :
e f,91,... 8 — probleme d’identification de sources.
. Ug —> probleme d’identification de données initiales.
. F —> probleme d’identification de coefficients.
. Q —> probleme d’identification géométrique.

La difficulté principale des problémes inverses est leur caractére généralement mal

poséﬁ

Définition 2.4.1. [40], Soient X,Y deux espaces de Banach,et A: X 2 D(A) — Y un
opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le probleme inverse Ax = y est bien posé au sens

de HADAMARD si

Existence: Pour tout y € Y il existe x € X tel que Ax =y.
Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution x € X.
Stabilité :  La solution x dépend continiiment de la donnée .

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probleme est dit mal
posé. En pratique, cela veut souvent dire qu’il n’existe pas de solution unique ou que, si

elle existe, une légere modification des données conduit a des solutions tres différentes.

5. Marc Bonnet, Problémes inverses : Cours de DEA Dynamique des Structures et Couplages (2004).
6. Alors que les mémes causes provoquent les mémes effets, des effets identiques peuvent avoir de
multiples causes : les problémes inverses sont mal posés.
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Remarque 2.4.1. Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien str tres
important dans cette définition. La stabilité est une condition primordiale. En effet, s’il
y a un probléme de stabilité, le calcul numérique de la solution peut devenir impossible

a cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.

Remarque 2.4.2. La définition donnée par Hadamard est trés contraignante dans la

pratique. Il faut donc relaxer la définition d’un probleme bien posé.

Définition 2.4.2 (Lavrentiev 1959). (Stabilité conditionnelle) Soit A: X2 D(A) — Y
un opérateur fermé, densément défini. On dit que le probleme Ax = y est condition-
nellement stable (ou correct au sens de TIKHONOV) sur M C D(A) s’ il existe une

fonction

w:R, — R, continue en 0 avec w(0) =0,

telle que l'on ait

llxo — x1]| < w (||Axy — Axq]]), VX, x; € M.

L’ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations
a priori). Uappartenance de u a M signifie une certaine régularité ou une certaine

bornitude.
On donne ici quelques exemples de problemes mal posés.

Exemple 2.4.1. Probleme de Cauchy pour l’équation de Laplace. Considérons le

probléme suivant :

Au =0, (x,v) e Rx(0,00),
u(x,0)=0, xeR, (2.4.2)
dyu(x,0) = . (x), xR,

y

ou @, (x) = esin(g),e > 0. On vérifie aisément que u, (x,y) = e? sinh(g)sin(g) est une
solution du probléme (2.4.2). On remarque que (¢, — 0,¢ — 0) mais (u, (x,y) — 00, — 0)
pour tout x > 0 fixé. Ce qui prouve que les solutions de (2.4.2) ne dépendent pas

continliment des données initiales, d’ou le probleme est mal posé.
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Exemple 2.4.2. Probleme rétrograde pour 1’équation de la chaleur. Ce probleme
consiste a déterminer u(x,0) = uy(x) (condition initiale inconnue), sachant que le
champ de temperature u (x, t) vérifié :

Uy — Uy, =0, x€(0,m),t€(0,T),
ulx,T)=1v(x), 0<x<m, (2.4.3)
u(0,t)=u(m,t)=0, 0<t<T,

ou ¥ € L, (0,7) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter

la solution du probléme (2.4.3) sous la forme :

u(x,t)= ie(T_t)nzADnen (x),

n=1

ou ¥, est le coefficient de Fourier d’ordre n de ¢ :

Y, =(,e,)= \/%JOR Y (x)sin(nx)dx, e,(x)= \/%sin(nx).

Soit ¢ (x) = uy(x,0) la temperature initiale. Alors d’apres 1’égalité de Parseval, on a :

o0

ol =) e T, [

n=1

On considere maintenant le probleme (2.4.3)) avec des données bruitées :
1
Y=+ eclx).

On remarque que H’Pk - t,b“ = % —> 0,k — +00 mais “u (P;0) —u (1/);0)” = %esz —
+00,k — +00. On voit tres clairement que le probleme est instable donc mal
posé. C’est pour cela, qu’on dit que les phénomenes de la chaleur sont irréversibles.

La solution de I’équation de la chaleur avec la condition initiale u (x,0) = ¢ (x), telle

que @ (x) € L, (0, 7) est donnée par la formule :

u(x,t) = ie_”zt(pnen (x) = J.n {% ie_”ztsin(nx)sin(ncf)}(p(é)dcf.

n=1 0 n=1
Ainsi, u est solution du probleme (2.4.3) si et seulement si ¢ satifait ’équation de

Fredholm de premiere espece :

TT

Ko =1, u(xT):f K(x,&)p(&)dE =(x), 0<x<m,

0
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(ee]

ou K(x,¢&)= % Ze‘”szin(nx) sin (n&).

n=1

L'opérateur intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ot1 £~ n’est
pas borné. Ce qui montre le caractére mal posé du probleme (2.4.3).

Exemple 2.4.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le

probléme suivant :

U (t)+Au(t) =0, 0<t<T,
244
o S - 244
ou ¢, sont des fonctions données dans H, et A: D(A) : H — H tel que A = A”
ko)
et A>0>0.5i A = (ko) ,k=1,2,..., ne sont pas des valeurs propres de A, alors
T2

l'opérateur (sin(T\/Z)) est injectif, et la solution formelle du probleme (2.4.4) est

donnée par :

u(t)= sin((T —t) \/Z) (sin(T\/Z))_1 Y+ sin(t\/z)(sin(T\/Z))_1 Q.

lere)?
Inversement, si § Ay = %,k =12,...,pNop, (A) = 0, alors la solution du probleme
(2.4.4) n’est pas unique. Le probleme ( ) est mal posé au sens d’HADAMARD dans
e,
les deux cas : les valeurs A, = @,k =1,2,..., peuvent étre proches des valeurs

propres de A :

[0,400[ 2 A +—> n’est pas bornée au voisinage des Aj.

sin (T\/X )
» On remarque d’apres les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées

a cette catégorie de problemes :

1. La non unicité : Pour cette question, il nous faut des informations supplé-
mentaires sur la solution et une bonne connaissance de la nature physique
du probleme, pour récupérer 'unicité (conditions a priori).

2. I'instabilité : Ce caractere est le plus problématique, surtout dans I’'implé-
mentation numérique.

Cela veut dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergent

et stable quel que soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce
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caractere d’instabilité, on approxime le probléme original par un probléme
proche (dans un certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation
sont variées. Chaque probleme nécessite un traitement spécifique selon sa

complexité et son degré de position incorrecte (voir [32]).

2.4.1 Outils d’analyse des problemes mal posés : cas linéaire

Dans l’étude des équations de la forme :
B:D(B)CH; — H,,u+—> Bu=v,

la fermeture de R(B) est une propriété cruciale, pour que I'inverse de B soit borné. Le

Théoreme de Banach nous fournit une caractérisation topologique de cette proriété :

Théoreme 2.4.1 (Théoreme de Banach sur ’inversion bornée). On suppose que B est

injectif. Alors B~ : R(B) — H; est borné si et seulement si R (B) est fermée.

Théoréme 2.4.2 (Théoreme de PICARD). (voir [73]) Soit K € K(H;, H,) un opérateur

compact, et {(0y,, ¢, ¥y,), n € N} son systéme singulier. Alors le probléme :

Kf=¢

est résoluble si et seulement si
e 1 2
geN(K* ) =R(K) et Z_z (g, )| < +oo.
On
neN
Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :
1
f= Za— (& ¥u) Pu+ fo, fo € N(K).
neN "
» Afin de proposer une stratégie de régularisation efficace, on doit mesurer tout
d’abord la complexité du probleme posé. En général, on ne dispose pas d’un cadre
théorique permettant de donner des réponses a ce type de questions, mais dans

des cas particuliers, on a des criteres qui caractérisent que tels problemes sont

fortement ou faiblement mal posés.
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» Pour les opérateurs compacts, on utilise le critére suivant :

Soient H', H? deux espaces de Hilbert séparables, T € IC(Hl,Hz), et soit le
probleme inverse :

T:H — Hyu— Tu=nv. (2.4.5)

Définition 2.4.3. (cf. [32]]) On dit que le probléme (2.4.5)) est faiblement mal posé (resp.

o : s . P . C
fortement mal posé), si les valeurs singulieres s, de K = T*T sont équivalentes a -
n

nP

(resp. Ce™™ ), ou C et p sont des constantes positives.

2.4.2 Convexité logarithmique

Parmi les méthodes d’analyse des problémes mal posés en EDP, on cite ici la méthode
de la convexité logarithmique (cf. [46), 31]]), qui trouve sa place dans la stabilisation

des problemes mal posés, conditionnellement stables.

Définition 2.4.4. Soit f : I ¢ R — R, une fonction positive. On dit que f est log-

convexe si la fonction f(t) =log(f(t)) est convexe.

Si la fonction f est strictement positive (f > 0) et log-convexe sur l'intervalle [4, b],

alors on a l'inégalité suivante :

log(f(£)) < (1-6(t))log(f(a)) +6(t)log(f (b)), telab], (2.4.6)

ou O(t) = -

. Cette derniere inégalité nous donne I'inégalité d’interpolation :
F(t) < f(a) 0D F(B)PD,  tela,b]. (2.4.7)

» Une fonction f € C?([a,b];R%) est log-convexe ssi ff” —(f)* > 0. Cette propriété

découle du fait qu'une fonction est convexe si sa dérivée seconde est positive :

7 =log(f(£)" >0 & —ff”f_z(f)Q >0 & ff’~(f)*20 et f2>0.

Théoreme 2.4.3. Soit f une fonction continue, positive et log-convexe sur un intervalle I.

Alors f(t)>0,Vtelou f(t)=0, Vtel
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Théoreme 2.4.4. Soit A: D(A) C H— H un opérateur symétrique, et u(t) une solution du

probléme u’(t) = Au(t), 0<t < T. Alors log(|u(t)|) est convexe sur [0, T]. En conséquence
()] < e (0) T Ju (T (2.4.8)

Cette inégalité montre qu’on peut récupérer la dépendance continue si on impose

une contrainte de bornitude sur la solution.

2.5 Meéthodes de régularisation

La régularisation des problémes mal posés, due initialement a TIKHONOV [11]],
cherche a redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution
approchée, ...), de facon que la « solution régularisée »» obtenue par « inversion
régularisée » dépende continiiment des données et soit proche de la solution exacte
(supposant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs effectivement
obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le probléme initial mal posé
par un autre « proche dans un certain sens »> du premier et qui est bien posé.

Considérons le probléme inverse Khy = h, ou K : H; — H, est un opérateur compact

injectif. On suppose que h, € R(K), i.e., le probleme inverse posséde une solution

unique.ﬁ

Définition 2.5.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés R, : Hy — H,,(a > 0) est

dite "famille régularisante" pour 'opérateur K si
Vh, e HY, limO(RaK)hl = hy, i.e., RyK — I simplement.
a—

Remarque 2.5.1. Si R, est une famille régularisante pour 'opérateur
K : H' — H?, ou H! est de dimension infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas

uniformément bornés, i.e., il existe une suite (a,) C R, telle que lim HR%” = +o00.
n—oo

7. Le fait de choisir K injectif n’est pas trés contraignant car on peut toujours restreindre 1’espace H'
au complément orthogonal de N (K), ou N désigne le noyau.

8. Il faut noter que notre probleme inverse Khy = h; est toujours mal posé a cause de la non continuité
de K71
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La donnée initiale h, € H? nest jamais connue exactement : il y a toujours un
bruit qui vient la perturber. Notons hg la donnée perturbée ou le nombre 7 > 0 est
le niveau du bruit, i.e., |h2—hg| <.

Notons h?’” = Rahg I'approximation de la solution du probleme inverse Kh; = h,
obtenue avec 'opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant I'inégalité

, on obtient

triangulaire sur |h1 - h‘f"7

iy = | = [0y = Reho) + (Rafio = )| < nlIRall + 101 = Roho)l. (2.5.9)

Le premier terme de droite de I’équation (2.5.9) représente la majoration de l'erreur

due au niveau de bruit. Par la Remarque |2.5.1, nous avons vu que ||Ra”|| — 400

quand a — 0. Donc il ne faut pas choisir a trop petit sinon l'erreur peut devenir
tres grande. Par contre le second terme de droite de tend vers 0 quand a tend
vers 0 par définition de R,. Nous allons faire tendre le niveau de bruit 7 vers 0 et
nous allons choisir une stratégie de régularisation de maniere a ne pas commettre

une trop grande erreur sur la vraie solution h;.

Définition 2.5.2. Une stratégie de régularisation 7§ — a () est admissible si pour tout

hleHl

lim a(y)=0et lim | sup {iRa(q)hg - h1| tel que |Kh1 - hgi < 17} =0 (2.5.10)
=0 =0 hleH?

Les stratégies de régularisation sont variées. Chaque probléme nécessite un traitement
spécifique selon son degré de complexité. (Voir. [32]]). Parmi les méthodes les plus
connues en problémes inverses et en calcul matriciel mal conditionné, on a la méthode

de Tikhonov et la méthode de la troncature spectrale.

2.5.1 La meéthode de Tikhonov

» Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le probléme inverse
mal posé Kf = g est de choisir comme solution 1’élément f, qui minimise la

fonctionnelle
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IKf -gl>+a|f]*,a>0. (2.5.11)

L'existence et I'unicité du minimum sont assurées par la coercivité et la stricte
convexité de f — |f|>. Le paramétre a est appelé paramétre de régularisation et
le terme |f|* est appelé terme de correction. Le choix du paramétre a est basé sur
un critere d’équilibre entre ’erreur due au terme de correction et le gain de la

stabilité.
On a le Théoréme suivant :

Théoreme 2.5.1. Soit K € L(H;, H,). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unique

minimum f, . L'élément f, est la solution de I’équation normale
Sofa =(al +K'K) f, =K*g. (2.5.12)

La famille d’opérateurs R, = (al + K*’K)'K* : H? — Hlﬂ est appelée famille
1
régularisante de Tikhonov. On a ||R,|| < F et tout choix de a (r7) — 0 avec
a
n%a (1) — 0 est admissible. Pour les résultats de la vitesse de convergence, on peut

consulter les références [32].

» Le parametre de régularisation a > 0 est choisi via le principe d’écart (en anglais :
discrepancy principle) de MOROZOV. Ce principe consiste a fixer le parametre
tel que la solution correspondante ait une erreur égale au niveau de bruit.

Le choix optimal est extrémement difficile et les critéres qui existent sont d’applica-

tion délicate, et nécessitent des méthodes itératives pour étre mis en oeuvre.mﬂ

» Dans la pratique nous supposerons qu'un parametre « est valable si l'erreur

appartient a un petit intervalle contenant la valeur du niveau de bruit # > 0.

9. (Sa =Si(Sahhy=IShP> + alhf* > a|h* Yhe H) = (0(Sa) C[a,]ISall] = 0€p(S,)), ie., Sg'
existe et S € £ (Hy).
10. Méthodes a priori : utilisation d’informations sur le niveau d’erreur et sur 'opérateur K.
11. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données g,.. a,, = max{a : )Kfa - g,,| < 17},

ou fo = i?f{}Kfa _gq|2 +a|fa|2}-
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Pour calculer numériquement le parameétre de régularisation a(9), on résout 1’équa-
tion

@(8) = IKxq(0)— fol> =% =0 (2.5.13)
par la méthode de Newton

p(aj)

———, ag = initialisation, j =1,2,.., (2.5.14)
¢’(a;)

djr1 =& —

ou

¢'(a) = 2(=K(al + K’K)?K" fs, K(aI + K*'K) " K* f5 — fs).
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Fonctions de matrices

3.1 Geéneralités

Nous donnons ici un répertoire de résultats sur la théorie des fonctions de matrices.
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a 1’excellente référence [62], ainsi que
les références tres intéressantes [99] 43}, [28]]. Pour les aspects numériques et les récents
développements de cette thématique, le lecteur peut visiter la page web du Professeur
Stefan Gittel (http ://www.guettel.com).

Soit

f : Mk,l((c) - Mm,n(c)

une fonction de I'ensemble des matrices de k lignes et I colonnes a éléments dans C
vers I'ensemble des matrices de m lignes et n colonnes a éléments dans C. Le tableau
suivant permet une classification des fonctions de matrices.

e k=1=1,m=n=1, f(A) : fonction numérique d’une variable scalaire.

e k=Il=1,m=1n>1loum>1,n=1, f(A): fonction vectorielle d’une variable sca-
laire.

e k=1=1,m>1,n>1, f(A): fonction matricielle d’une variable scalaire.

e k=1,I>1ouk>1,I=1etm=n=1, f(A): fonction scalaire d'une variable vecto-

rielle.
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e k=1,I>1ouk>1,I=1etm=1,n>1, f(A): fonction champ de vecteurs.

e k=1,I>1ouk>1,I=1etm>1,n=1, f(A): fonction champ de vecteurs.

e k=1,I>1ouk>1,I=1etm>1,n>1, f(A): fonction matricielle d'une variable
vectorielle.

e k=1,I>1letm=n=1, f(A): fonction scalaire d'une variable matricielle.

e k=1,I>1etm=1,n>1, f(A): fonction vectorielle d’une variable matricielle.

e k=1,I>1etm>1,n=1, f(A): fonction vectorielle d’une variable matricielle.

e k=1,I>1etm>1,n>1, f(A): fonction matricielle d’'une variable matricielle.

Dans ce travail nous nous intéressons a la définition d’une fonction de matrice pour
une fonction scalaire f et une matrice A € M,,(C), c’est-a-dire, A appartient a 'ensemble
des matrices de n lignes et n colonnes a éléments dans C, telle que f(A) soit une matrice
de méme dimension que A. De facon générale, on utilise f(z),z € C.

Soit A € M,,(C) une matrice carrée d’ordre n a éléments dans C. Considérons
f:C—C

z— f(2)

une fonction scalaire (a valeur dans C).
Si f est une fonction polynomiale ou une fonction rationnelle ou bien une représentation

d’une série entiére convergente, alors on peut définir :
f M, (C) — M, (C)
A — f(A).

Exemple 3.1.1. » f(t)=1+t= f(A)=1+A.

1+t
> f(1) = 1* S b= 1= f(A) = (1+ AN - A si 1€ Sp(A) (Sp(A) désigne
I’ensemble des valeurs propres de la matrice A).
2 13 44 ey P
> 1n(1+t):t—3+§—z+ ........... :mZ_l’(—l) E, |t|<1:>
A? A% A% = A"
1n(I+A):A—7+?—I+ ........... :m_l(—1)'"+1?si p(A) < 1.
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Notre objectif ici est de donner les différentes définitions pour définir f(A) ou f

peut étre n'importe quelle fonction scalaire.

Proposition 3.1.1. Si p est un polynéome de degré m, A € M, (C) s’écrivant sous la forme
N1
I
I3
A=XJXtouJ= . =diag(J1,]2 s ]y)

Jr
est une matrice diagonale par blocs et X une matrice carrée inversible, alors on a :
i) p(A) = Xp(DX,

ii) p(J) = diag(p(1), p(J2), -, pU1))s
iii) Si AV = AV alors p(A)V = p(A)V, V € C" un vecteur.

Preuve. Soit p un polynéme de degré m, p(x) = ag + a1 X + arx* + ...... + a,,x" et
A= XJxL.
i)
p(A) = agl + a1 A+ a, A + ...+ a,, A"
=agl +a;(XJX V) +ay(XJX ) + ... +a, (XX H™"
=aXIX '+ XX P ap XX 44, XX
= X(agl + a1 + apJ* + oo + a, "X = Xp(J)X 7.

D'ou p(A) = p(XJX!) = Xp()X~!
11) ] = diag(]lljzr---"]r)' Montrons que p(]) = dlag(p<]1)lp(]2)"p(]r))

Onap(J)= aOI+a1]+a2]2+....+am]m, et le lemme suivant permet le passage de | a ]k
Lemme 3.1.1. Yk e N, si ] =diag(J,]5,....,];) alors Jk = diag(]{‘,]é‘,....,]f).

Preuve. Raisonnons par récurrence.

Pour k = 0, J° = I,
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D’autre part diag(]lo,]g,....,]ro) = diag(l,, Ly, ... Iy) = I, avec
ny+ny+nz+... n, =mn.

Supposons la relation vraie a l'ordre k > 0 et démontrons a 'ordre k + 1.

T = T8 < ] = diag(Jk, )%, ... TF) x diag(Jy, Jy ooy ) = diag(JEHL, T5L, L TR
D’ou Vk €N, si | = diag(J1,], ..., J;) alors J* = diag(J&,J%, ..., JF). CQFD
m m

m
Donc p(J) = a )k = Zakdiag(]{‘,]g,....,]f) = Zdiag(ak]{‘,akfé‘,....,ak]f)
k=0 k=0 k=0
m m m
= diag(Zak]{‘, akféc,....,Zak]f).
k=0 k=0 k=0

D’ou
p(J) =diag(p(J1),p(2)s-wr p(y)-
iii) AV = AV, p(A)V = agIl V+a1 AV +a,A?V +... 44, A"V = agV+a; AV +a, A2V 4.+
a A"V,
car si A est valeur propre de A alors A" est valeur propre de A™ d’ou

P(AYV = (ag + a1 A + aA? + ... + a,, A™)V = p(A)V.
3.2 Differentes définitions d’une fonction de matrice

3.2.1 Définition par la forme Canonique de Jordan

Forme canonique de Jordan d’une matrice A Soit A € M,,(C), alors il existe une

matrice ] et une matrice inversible X telle que A = XJX™! ou

J=XTAX =diag(J1 (M), J2(A2)s s o (X)) = diag (i (Ax)) (3.2.1)
Ak 10 0 . . 0
0 A 1 0. . 0
0 0 A 10 . .
aveck=1larouJy=J(A)=f 0 0 0 . . . . [eM,(C)
S |
0 . . . .0 X

My +my + mz+.... + m, = n (la somme des dimensions des blocs de la matrice de | est

égale a la multiplicité algébrique). r est le nombre de blocs dans ], i.e., la dimension de
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I’espace propre (le nombre de vecteurs linéairement indépendants), r est la multiplicité
géométrique de J.

J est appelé matrice de Jordan par blocs.

A, 0 0 0 . . O 01 00 0

0 A O O . . O 001 0 . 0

0 A 0 . 0. 010
Jk=Jk(A)=| O . .|+l 0

. . 0 e |

o . . ..ox)lo. . . .00

Jk = A + Ny € M, ou Ni est appelé bloc nilpotent de Jordan ou matrice sur-

diagonale d’ordre my, i.e., N,:nk = 0.

Exemple 3.2.1. Pour m; =4,ona:

A, 10 0 A, 0 0 O 01 00 01 00O
o A1 o]0 A 0 0 0010 (0010
]k_OO/\kl_OO/\kO 0001 loo0oo01
0 0 0 X 0 0 0 X 0 00O 0 00O
0 010 0 001 0 00O
0 001 0 00O 0 00O
Ni=lg 0 0 o fMENENe=| g g g o [NEENENEE| G g g g
0 00O 0 00O 0 00O

N,f = 0. On remarque d’une facon générale qu’élever la matrice Ny a la puissance i

revient a décaler la sur-diagonale de i rang.

Calculons ],f avec { > my :
Mg-1

JE = (Ad + Np)f Zcﬂ ‘N;

0100 . .0 0010 0 00010
0010 . .0 0001 0 00001
0. 010 0. 001 0. 000
Ni=| 0 ,NZ=| 0 ,NZ=]0
e e ... 0
0. . . .00 0. . . .00 0. . . .0
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0 0O 1 0

0O 0 0 . 01

0 0 0 0

Ainsi de suiteona: N]:nk_z =0 0
0

. .0

0 0 0

My—1

Donc J{ = ) CiAL'N{ = COAMT + CJALT N+ CIALTP N2 +

i=0

0e-1)

0 0O
0 0O
0 0
et N/ ' =| 0
0
mk—l
..... +C, " A

33

(en)

C—my+1 5 m—1
k N k

k

_ _ CC—-1)(C=2)( €=Mk +2) —mpt1, m—1
_ ¢ -1 0-27\72 k k
= A I+0A Ni+ o A NG+t (= 1)1 A N,
1 Ue-1) ,_ CC-1)(€=2).(€—mp+2) omt1
l -1 -2 k
Ay O 5 Ay (e 1)) Ay
_ 0C-1) . CC—-1)(C=2)....€—mp+3)  —m+2
¢ -1 -2 k
0 A Ay o Ay (e —2) Ay
0 .
l-1) ;5
2!, &
-1
: . €/1k€
0 0 A6
— Sion pose p(z) = z¥ avec £ > my, on constate que :
iy PI(%) p!" V()
P p(A) —; (g —1)!
, p”(Ak) p!"D(Ay)
0 plh) Pl —; (mp=2)!
e = 0 .
p”(Ak)
2!
: . P
0 0 p(A)
M1 () ” (mp—1)
o e N PO i ) P (M) g2 (k) g1
Dou p(Jx) =J; = L i Ny=p(A)l+p (?\k)Nk+TN +WNk .
— Si on pose d’une fagon générale p(z) = ag + a1z + a2 + ... + a2t avec

¢ >my, alorsona:
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=0
l 4 My_1 (i) 0 My_1 (i) mg_1 , € (i)
; q9; (Ax) ; qg; (Ax) ; qg; (Ax) ;
P(]k):Zaj]k:Zai(Z il Nk):Z,af( i! Nk): Zﬂj i N
j i=0 ]

Maintenant, on remplace p par une fonction f : M,,(C) — M,,(C), ou f (Ji) est définie

sur les valeurs spectrales, i.e., si f(Ag), f(Ak) f/(Ak)s o f™71(A)) existent.

Domaine de Définition de f(A)

Définition 3.2.1. Soient Ay, A,, A3,......, A; les valeurs propres distinctes de A et n;
I'indice de A;, i.e., la dimension du plus grand bloc de la matrice de Jordan dans
lequel A; apparait (l'ordre de multiplicité de A;).

f est dite définie sur un voisinage du spectre de A si les dérivées FU(A;) existent
pour j=0an;—1,i=1as.Les valeurs f)(;) sont appelées valeurs de la fonction f

sur le spectre de A.

Définition de f(A) Soient f : C — Cet A e M, (C)avec] = X 'AX,ou ] =diag(J1,]2 ..., Js)
et J; = Ji(A;) € M,(C).

Si f est définie sur un voisinage du spectre de A, on pose alors

f(A)=Xf(DX" = Xdiag( FULAD), fU2(A2) e f Us(A) JX T, (3.2.2)
ou

, f”(/\l) f(n,'—l)(/\i)

F) f1 ) —; S ((ni_)l)!

70", ni—2 .
0 fa fay A ST

1; f(j)(/\) ) 21 (n; — 2)!

f(]i(/\z)): / ],! L Nz] = 0 ‘

a f7(A)

2!

f(Ai)

! 0 F)

(3.2.3)
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1
- 1
Exemple 3.2.2. On donne la matrice de Jordan par bloc J =| 2 1 et f(x)=x°.On
° 32
donne ici f(]) et on vérifie que que f(J) = J°.
On a
(A1 f) £
11 1 _,1 3
A=5fG)=5 f(5)=7
13
fn= 8
0 =
8
Vérifions que f(J) = J>,
! 1 ! 1 1 1
e 1] 2= E
DA A
STEVENNTE
]—010120%:][(])
4 2 8
3 -6 4
1
Exemple 3.2.3. Calcul de ¢” pour A = 2 0 0
0 1 0
2

Cherchons d’abord ], pour cela, calculons I’équation caractéristique

p(A) =0 & det(A-Al) = 0 =

3-1 -6 4
1 -1 0| |6 4
7 A 0=p-n1 MEIE _/\:O(:))\3—3/\2+3/\—1:()\—1)3:0
0 L -2 2 2
2

Soit A =1, n; = 3. A nadmet qu’une seule valeur propre qui est 1. Cherchons les
vecteurs propres pour pouvoir déterminer le nombre de blocs dans la matrice de J.

Soit E; le sous espace propre associé au vecteur propre 1, E; = Vect(1) ou Vect(1) est
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I’ensemble des vecteurs propres associés a 1.

Soit Z un vecteur propre associé a 1.
-6 4

2
1 X 0
Ona:AZ=Ze(A-1)Z=0a| 73 L 0 |l y|=]o0
0 1 \z 0
2
2x-6y+4z=0
2x—6y+4z=0
Ce qui peut s’écrire ?x—y:O o! x=2
Sy-2z=0 y=2z
2

4
Donc E; = {(4x, 2x,x),x € R} et par suite on a un seul vecteur propre z = [ 2 ] , et
1
la forme de Jordan de A ne posséde qu’un seul bloc (s = 1),

110
J=10 11

0 01

Cherchons X. On sait que A= XJX ! © AX =XJou X =| xp1 X3 X3

X31 X32 X33

X111 X12 X13]

1 2 1

1 1 0 0 4
Apres calcul on trouve : X = % D) O Jetx'=l0 2 -4 ],

20 -1 1 -4 4

4

FA) =XFDXY f()=¢, f(x)

, "(A) e
o 4 ¢ 3
TO=1"0 fy iy |F| 0 e e
0 0 f(1 0 0 e
7
1 2 1 e L 8¢ 6e
1 1 e e o 0 0 4 32e
et =X/ X7 = 72 Oloeccllo 2 4|z = - e
Z 0 -1 0 0 e 1 -4 4 —ée ~7e
1 = 4 =
8 2
On obtient
7
g -8 6
A
=el 2 -1 1
(4 e _47 .
- 1 =
8 2
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Remarque 3.2.1. Si A est diagonalisable, alors la forme canonique de Jordan est réduite
a  A=XDX!avec D =diag(};)et f(A)=Xf(D)X ! = Xdiag(f(A;)X L.
Donc pour les matrices diagonales, f(A) a les mémes vecteurs propres que A et ses

valeurs propres sont obtenues en calculant (1), A € Sp(A).

Remarque 3.2.2. f(];) peut étre obtenue avec la série de Taylor. Supposons que f a un

développement en série de Taylor convergente telle que

ANt — A:)2 ISR NY
(0= F) + F -+ L W; AL +f]”1)],(!t AV

or J; = A;1 + N;. Or N; est le bloc nilpotent de Jordan, en remplagant t par J; € M,,(C),

nous obtenons alors une série finie :

(A = AiD)? FODA) (= A)mt
" 2l Tt (1,—1)!

f(ni_l)(/\') ni—1 1;
+ WNI car Ni =0.

fUi) = FADL+ f/(A)T; = AT

£ ()

= f(ADI+ f/(A)N; + TR

Conclusion Cette définition de f(A) exige a la fonction f de prendre des valeurs bien

définies sur Sp(A) y compris les valeurs liées aux dériveés de f.

3.2.2 Définition de f(A) par 'interpolation polynomiale
Polynome minimal

Définition 3.2.2. On appelle polynome minimal de A le polyndéme unitaire i) de plus

bas degré tel que (A) = 0.

Si f admet un développement en série de Taylor convergente alors d’apres la

remarque précédente, on a :

fra( =) FUmDA (= A

f(t) :f(/\i)‘i'f/(/\i)(t_/\i)-'- T F o + (ni—l)!

S

i=1
de A et n; est I'ordre de multiplicité de A;.

Théoreme 3.2.1. Soient p et q deux polynomes de degré m et A € M, (C). Alors, p(A)=q(A)

ssi p et q prennent les mémes valeurs sur Sp(A).

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



3. Fonctions de matrices 38

Preuve. Supposons p(A) = gq(A).

p(A) = g(A) = A est un zéro de d = p — g qui est aussi divisible par le polynome
minimal . Donc d(A) = p(A)t(A) et d(A) = 0 = Pp(A) = 0, ce qui veut dire que d prend
la valeur zéro sur Sp(A). D’ou p et g prennent les mémes valeurs sur Sp(A).

Réciproquement, supposons que p et g prennent les mémes valeurs sur Sp(A).

On a d(A) = p(A)—g(A) = 0 sur Sp(A), donc divisible par le polynéme minimal .
Ainsi, d(A) = P(A)t(A) pour un polyndme ¢ et puisque d(A) = P(A)t(A) = 0, il s’ensuit
que p(A) —q(A) = 0= p(A) = 4q(A). u

Ainsi, p(A) est completement déterminé par les valeurs de p sur Sp(A). Donc on
peut généraliser cette propriété sur une fonction arbitraire f(A) définie de maniere

qu’elle soit déterminée par les valeurs de f sur Sp(A).

Définition 3.2.3. (Définition de f(A)) Si f est une fonction définie sur un voisinage

du spectre de A € M,(C) et )(A) le polyndme minimal de A alors f(A) = p(A) ou p est

S
un polynome de degré deg(p) < deg(y) = deg(4) = Zn,- et satisfait aux conditions
i=1
d’interpolation de Hermite :

pDA)=f90N) j=0 : nj—leti=1 : s (3.2.4)
s n;—1
avec p(t)= [( ].1—!<¢>E”<A,><t—A»J’)]_[(t—/\j)”f]
i=1 \\ j=0 j#i
ou
f(t)
(Pz t):

[ Jee=25m
j#i

Mais pour une matrice ayant des valeurs propres distinctes (n; = 1,s = n) cette

formule de p(t) est réduite a la formule de Lagrange :

- neot= A
(=) fOnaw, = || = (3.2.5)
i=1 j:1j¢i ! J
STALLEN
p(t) peut étre obtenu aussi par la formule suivante : f(J;(1;)) = i : Ni]
j=0 7
en remplacant J; par t et sachant que N; = J; - A, :
, ” /\i t—Ai 2 (n;=1) /\i t—/li ni=1
p(t)=f(A)+f (/\i)(t—/\i)+f ( );' ) Foe f ((n~)£1)' ) (3.2.6)
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Exemple 3.2.4. Soient f(t) = 12 et A :( f ; ) Calculer A2. A-t-on A? = ¢2In(4)?
1 2-A 2 2
Calculons A2. det(A-Al) =0 < 1 3.1 =(2-1)(3-1)-2=00u A"-51+4=0.
Soit A\, =1, A\, =4,i=1a2,s=2etn =ny=1, f(t) =12, f(1)=1, f(4) = 2.
t—/\z t—/\l t—4 t—1 t+2
t)=f(A A , = -2 = ,
p(t) = f( 1)/—\1_/\2+f( 2)/\2_/\1 3 3 3
t+2 1 1
p(t) = % = p(A) = §(A + 2I) = f(A), ce qui peut s’écrire : Az = §(A +2I) =
14 2
311 5

Le polyndme minimal est ¢(t) = (t — 1)(t — 4).

Posons f(t) = ez™"), £(1) = e2') = 1, £(4) = 20 = 2,

B =, F- A,
p(t) = f(/\l)/\l_Az +f(12)/\2_/\1,
p(h) = 22 = pa) = LA an) = f(a).

3
1
Finalement f(A) = e2In(4) - §(A +2I).

*

4.

Donc pour que Az = 24 ] faut que Sp(A) Cc R
3 -6 4
1 1
Exemple 3.2.5. Soit A=| > 0 0 [ Calculer A2.
1
0 - 0
2
Lo, | P R 13 3
Posons f(t) = t2, f'(t) = Et 2, f(t) = _Zt 2.0n adet(A-Al)=(A-1)°, A =
1, =3 j=0a 2.

1 1
= 1+§(t— 1)—§(t—1)2, ce qui implique

21
que p(A) = F(A) = T+ 3(A~T) = (A1)
2 6 4 1 -4 4
1 1
Ona:A-I=|75 1 0 [ (a-1?= % -2 2|
o L 4 S o1
2 4
1 -3 2 11 HLo 53
1 00 1 1 2
f(A)—A5—010]+1? 0_%_ii = 1& Zz_l.
001 o L1 5 11 ¢ 3 a4t
12005 58 U 5 %
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0 A

2 Si A _)\Z_Aalorsf(( : j‘z))_(fw “f'(i))

(A1) - f(A2)
Remarque 3.2.3. 1 Si Ay # A,, alors f(( Ao ))[ flh) a /\12—/\1 :

Exemple 3.2.6. On a les égalités suivantes :
— cos?(A)+sin®*(A) =1,
1
— (AP)P = A,

— e = cosA +isinA.

3.2.3 Deéfinition de f(A) par 'intégrale de Cauchy

Soit A € M, (C). On définit f(A) par :

1 _
f(A) = 2—m,Lf(z)(zI —~A)ldz, (3.2.7)

ou f est une fonction analytique dans un domaine D, tel que I entoure D avecI'ND = @.
Il n’est pas facile de calculer f(A) explicitement avec cette formule, mais elle conduit

a la démonstration de certains résultats théoriques.

Exemple 3.2.7. Soit A € M,,(C), f(t) = €. Calculer f(A) = e,

1 t
Soit l'intégrale f(z) f Mdt avec % <lsurI'.Ona

= 2mi (t—2)

1
t—z: —%Z_Z Ztk+1

k>0 k>0

1
fl2)= 2niJ (t—2z) 271sz tk+1 2711J‘Ztk+1 2 dt.

t
En posant a; = 5 r{k(ﬂ)dt’ ona: f(z) = akzk.
k

% donc f(z) = L

Z

>0

D’autre part a; =
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1 f() _ T & o
Finalement, f(z) =5 i k§> T et en remplacant z par A, il vient
£ = oo [ e -aytar = 5L [ e - ayaa= Y4
- 2mi Jp C2mi Jp B L k!

k
D’ou f(A) = e = Z% avec p(A) <1

k>0
Remarque 3.2.4. Cette série converge normalement sur toute partie bornée de M,,(C).

En effet, Soit E une partie bornée de M, (C). Il existe donc a > 0 tel que YA € E,
Al < a.

1
On a alors pour k € N* et pour tout A€ E, ||—Ak 1A < —a

<4

Donc en introduisant le symbole Z, ona:

1 1 1
1) A< ) lgAf< ) ZlAfli<

k>0 k>0 k>0 k>0

ou E FaK est majorée par e qui est fini, ce qui montre la convergence.
k>0

Théoreme 3.2.2. La définition et la définition sont équivalentes. Si f est
analytique alors la définition est équivalente aux deux premiéres.

Preuve. Démontrons que (3.2.4) = (3.2.2), (3.2.2) = (3.2.7) et (3.2.7) = (3.2.4)
+ (3.2.4) = (3.2.2)

Supposons que f(A) = p(A) et p(j)()\i) = f(j)(/\i) ,j=0: n-1, i=1 : s, et
montrons que f(A) = Zf(J)Z™!

Si A peut s’écrire sous la forme A = ZJZ7 1, alors

flA)=p(z]z7) = zp())Z™" = Zdiag(p(Ji(A))Z™" = Zdiag(f (T(A))Z™" = Zf(])

,car p(A;) = fU)(A;) et de plus les valeur de p sur Sp(]l) constituent un sous ensemble
des valeurs de p sur Sp( .Dou f(A)=Zf(])Z
> (3.2.2) = (B.2.7).

Supposons que f(A) = Zf(J)Z™' = Zdiag(f(Ji(1;)))Z~' et montrons que

1 _
FU) = 57 | fl@aT -7 dz
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On a Ji = Al + Ny € My, oﬁNknj =0, m+ny+nz+...+n,=N,j=1 :5,
1
fU) = fUk(Ak))
=0
t ®(0
On a vu dans 'exemple précédent que a; = 2_711J;{k(+1)dt = f k!( ) (f étant ana-

lytique). Donc au point Ay on a :

a._f(j)(/\k)_ 1 J‘( fla 4

7 ]' B 27t T Z—/\k)k+1

D’autre part,

1 1 1 1 .
[=Al) = Nie)™ = I+ Ny + NZ+.. + N
((Z k ) k) _/\k (Z_/\k)z k (Z_/\k)?) k (Z—/\k)nl k
1 ’i N, j_’f N
Cz— ) - z— Ak = (z— Ag)itl
Donc
ni—1 n;—1
- v~ L f@ i NP0
— T Ydz = ig _ _
2nljf Nl =Ji) ™ dz ;2711' r(z_/\k)jHdeZ 5 k -

D’ou en remplagant J; par A, on a :

f(A) = }mjrﬂz)(zz—m—ldz

(3.27) = (3.2.4).
Supposons que f(A) =5 ff )(zI —A)~'dz ou f est analytique et montrons que

S

f(A) = p(A) ou p est un polynome de degré deg(p) < deg(y) = Zni et satisfait aux
i=1
conditions d’interpolation de Hermites :

pPA)=FD;), j=0: mj—1eti=1 : s
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Lemme 3.2.1. f(A) = p(A) si et seulement si

pour tout A; € Sp(A) .

Preuve. Soit | = Z 'AZ avec | =diag(J1,]2,....,Js) = diag(J;) i=1 :s.
Donc il est clair f(A) = p(A) & f(J;) = p(J;). Par définition,

) f7(A) F=D(1y)
f) f(A) —r . o W
I O A
iy 0 f(&) f(A) o T
f(]z) f(]l(/\l)): / ].! ! Nz] = . 0
- f7(Ai)
2!
()
0 0 f(h)
, p”(Ai) p=(A))
p(Ai) p (i) —; %”i‘)l)!
’ p”(/\z) P ni=2 (A;)
P ) 2! (n; —2)!
= 0
P"(./\z')
2!
: : ' . P
o 0 )

=p(Ji)-
Donc f(J;) =p(J;) pour touti = 1 : ssiet seulement si p(j)(/\i) :f(j)(/\i) . (CQFD)
Ainsi
1
(zI -A)'dz=— I-A)'dz=p(A).
=557 |, fE -4tz = o | e -4tz =pia)

D’ou I’équivalence des trois définitions de f(A). [

Remarque 3.2.5. — f(A 27(sz )zl - A)ldz

m (m+1)
Ona d f = Jf ( z[-A)” ) dz
2w

dzm
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— La premiere définition de f(A) facilite la résolution des équations matricielles de

la forme X% = A et eX = A et les équations différentielles contenant des dérivées

de tres grand ordre.

— La deuxieme définition de f(A) fournit la maniere la plus simple de l’obtenir.

— La troisieme définition peut étre généralisée aux opérateurs.

3.2.4 Propriétés élémentaires de f(A)

Soient A € M,,(C) et f une fonction définie sur un voisinage de Sp(A). On a les

propriétés suivantes :

1.

2.

3.

f(A)A=Af(A):, f(A) permute avec A,

f(A) = f(A),

pour Z inversible, f(ZAZ™ ') = Zf(A)Z!,

f(diag(Ay, Ay, Az, Ay)) = diag(f (A1), f(A2), f(A3)een, f(An)).
Soient f et g définies sur un voisinage de Sp(A)

(a) Sih(t)=f(t)+g(t)alors h(A) = f(A) + g(A),

(b) Sih(t) = f(t)g(t) alors h(A) = f(A)g(A).

Supposons que f admet un développement en série de Taylor

+00 (k)
fla=y LW
k=0 )

Il
Q
~
—_~
N
|
K
S—
)

de rayon de convergence R. Si A € M,,(C) alors f(A) est définie par

+00

f(A)= Zak(A - ocI)k si et seulement siles A;, (i =1 : s)satisfont aux conditions
k=0

suivantes :
(a) [Ai—al<R,
(b) |A;—a| = R etla série f" (1) ol1 n; est I'indice de A; est convergente au point

A=A, (i=1:s)
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7. Sifestanalytique sur un ouvert Q CC, f(A) e M,(C)et D ={A e M,(C),Sp(A) C Q

alors
(a) f(A")=f(A) pour tout A € D
(b) f(A)=f(A) pour tout A € D
(cf.[62]))

3.3 Quelques particularités sur les matrices
3.3.1 Décomposition en valeurs singulieres d’'une matrice

Nous donnons la définition avec A € M, ,(R) (resp.c A € M,, ,(C)).

La décomposition en valeurs singuliéres ("Singular value decomposition" ou SVD)
repose sur un théoreme d’Algebre linéaire qui dit qu'une matrice rectangulaire peut
étre exprimée comme le produit de 3 matrices : une matrice orthogonale U (unitaire),

une matrice diagonale ¥ et la transposée d’une matrice ortogonale V' (unitaire V*)
A=UXV" (3.3.8)

Ué€M,nuR), X e M,,(R), VI € M, ,(R) (resp. U € M,,,,(C), X € M,,,(C), V* €
M,,,(C)), ou

UU'=1, et V'V =1 respectivement (UU* =1, et V'V =1).

Les colonnes de U sont des vecteurs orthogonaux de AA" (resp. de AA”).
Les colonnes de V sont des vecteurs orthogonaux de A’A (resp. de A*A) et ¥ est
une matrice diagonale qui contient les racine carrées des valeurs propres de U ou

de V en ordre décroissant.
¥ =diag(0y,0,03,...0,) avec p=min(m,n), 01 =0,203=...20,20.
Exemple 3.3.1. Décomposons en valeurs singulieres la matrice suivante :
3 11
A= ( -1 3 1 )
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Trouvons d’abord U en calculant AAf

(3 11
AA‘(—l 31

3 -1 11 1
3=t 1
1 1

Cherchons maintenant les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants de

AA'. L’équation aux valeurs propres s’écrit :
11 1 Xq Y X1 o (11—/\)X1+X2:O
1 11 Xy X x1+(11=2)x, =0
Cherchons les valeurs propres en égalisant le déterminant de la matrice des coefficients a

0 :

‘11—/\ 1

_ 1\ _1 —
) 11_A'_0@(11 A)?-1=0.

Ce qui peut s’écrire : 12—221+120 = 0 ou encore (A-12)(A-10)=0=A=100u A =
12.

Les valeurs propres de A sont A =10 et A = 12.

En remplacant les valeurs propres de A dans les éqautions de départ, nous pouvons

calculer les vecteurs propres associés. Pour la valeur propre A = 10, on peut écrire
(11 - 10)X1 + Xy = 0 <X ==X

Ce qui est vraie pour un grand nombre de valeurs. On choisit x; = 1 et alors x, = —1.
1

-1

Pour la valeur propre A =12 on a:

On a donc A; =10 et vy =

(11—12)X1+X2:0@X1:X2
donc en prenant X1 = 1, on a Xy = 1 et
1
/\2:12 et Uzz( 1 )

Les vecteurs v, et v, deviennent les colonnes d’'une matrice ordonnée en fonction des

valeurs propres décroissantes. On a donc

(v2rv1):( i _11 )
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I1 faut donc convertir cette matrice en matrice orthogonale. On le fait par une procédure
d’orthogonalisation de Gram-Shmidt. Cette approche consiste a orthonormaliser (rendre
orthogonal + normée) le premier vecteur et d’orthonormaliser ensuite les autres vecteurs
en termes d’eux mémes auxquels on soustrait une multiplication avec les vecteurs
déja normalisées. Plus précisement, si on a un ensemble de vecteurs uy, up, us,..., ug_q,

alors on peut écrire :

s

-1

Wo
Wg = Vg — Uj-vg*xu; et ug =

lwall

I
—_

i

ou "+" est le produit d’un scalaire avec un vecteur et

"nn

est le produit scalire.

Par le procédé de Gram-Schmidt, on prend

up =wy, vy =(1,1), vy=(1,-1)

L_w v (L) _(1 1)t
DTl T el vVizerz \W2 v2)e

Dans les calculs, on peut étre amené a prendre souvent u] = u; pour raison de com-

modité.

w, ( 11 )t
U= |—"F7="""F7=
[[w,|

On a donc pour

c
[l
5~

N
Le calcul de V est similaire et se fait sur A'A

‘I’_31(311
L1 -1 3 1

AlA =

10 0 2
): 0 10 4 |.
2 4 2
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Les valeurs propres de A’A se calculent avec

1OX1+OX2+2X3:AX1 (10—/\)X1+0X2+2X3:O
OX1+1OXZ+4:X3:/\X2 L OX1+(10—/\)X2+4X3:O
2x1 +4xy + 2x3 = Ax3 2x1+4x,+(2-A)x3=0

Si on fixe le déterminant on a :
AA=10)(A-12)=0=>A=0 ou A=10 ou A=12.

Donc les valeurs propres de A’Asont: A; =12, 1, = 10 et A3 = 0. Cherchons les vecteurs
propres associés.
Pour Ay =12 on peut écrire (10—-12)x; +2x3 =0 —2x; +2x3 =0

En choisissant x; = 1 et x3 = 1 on trouve x, = 2 et donc

1
/\1:12, Ulz[ 2]
1

On procede de méme sur A, et A3 et on trouve :
2 1
/\2:10, Vy = -1 et /\3:0, V3 = 2 .
0 -5

On utilise les v; comme les vecteurs colonnes d’une matrice ordonnés par A; décrois-

sants :

On orthonormalise par Gram-Schmidt,

31

_ w1 _ 1 _( 1
lwill [l

2 1Y
i~ (Ve v ve)
et t
21
= v
1 2 5\
@’@"@)
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et donc

P _

| =&l

° &l =&l
a3~

g

Gl = &I-

ale
S

Sl -5lmgl -
I

Pour la matice ¥, on prend la racine carrée des valeurs propres non-nulles et on

les place sur la diagonale en ordre

012032032...20,20.

Les valeurs propres de U et V sont toujours les mémes et peu impotre de quelle

matrice U ou V on les prend.

Vi2 0 0
2:( 0 Vio 0)

D’ou

1 2 1

RIS V6 V6 V6
_ V2 vz [ viz oo o) 2 1 (3 11
AsUEV= i% _5# ( 0 VRio) NERNE (; ‘(—1 3 1)
2 2 _
V30 V30 V30

3.3.2 Matrice de Heisenberg

Définition 3.3.1. Une matrice H,, = [h; ;, 1 <1,j < m] est dite matrice de Heisenberg

;j’

supérieure si h; j =0 pour j+1<i,i.e.,

hl,l hl,2 . s hl,m—l hl,m

h2,1 h2,2 . s h2,m—1 hz,m

0 I’l3’2 . . h3,m—l h3,m

Hm = 0 0 h4’3 . h4,m—l I’l4}m
0 0 . .. hym Hom

Si hj+1,]- #=0avecj=1,23,..,m—1 alors H,, est dite irréductible.
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3.4 Evaluation numérique de f(A)v
3.4.1 Introduction

Etant donné une matrice A € M,,(C) et un vecteur v € C", nous menons 1’étude

sur des systemes de la forme :
u=f(Av, (3.4.9)

c’est-a-dire, 'action de f (A) sur un vecteur v, A une matrice symétrique positive
(ou définie positive) de grande taille et f une fonction suffisamment réguliére (ou
analytique) sur le spectre de A. Nous voulons calculer le produit f(A)v ou f est une
fonction de matrice définie sur le spectre de A. Il est possible de calculer f(A) avec

les trois définitions vues dans le chapitre précédent :
— la forme canonique de Jordan;
— l’interpolation polynomiale;
— l’intégrale de Cauchy.

Mais si A est de tres grande taille il n’est pas toujours évident de pouvoir calculer
f(A), puis le produit f(A)v. Nous proposons donc une méthode d’approximation
numeérique pour l'approximation de f(A) basée sur les sous espaces de Krylov de
A et de v. Lavantage de cette méthode est qu’elle nécessite seulement la connaissance
de A pour le calcul f(A)v. Pour certaines fonctions telles que la fonction exponentielle

et la fonction inverse, elle converge simplement.

3.4.2 Méthodes de projection de Krylov

La résolution de systémes linéaires repose, dans la plupart des codes de calcul,
sur l'utilisation de méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov dont les
représentants les plus connus sont la méthode de Lanczos pour les matrices symétriques
définies positives et la méthode d’Arnoldi. Ceci est d a leur efficacité sur une grande

variété de problemes.
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Définition 3.4.1. (Sous espaces de Krylov) Le m-sous espace de Krylov de A € M,,(C)

etveC", v =0 est défini par:
K,, = K,y(A,v) = vect{v, Av, A%y, ......,A" v} = {p(A)v,p € P, 1), (3.4.10)

ou vect{.} désigne ’ensemble des combinaisons linéaires des éléments qui se trouvent

entre accolade et P,,_; I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a m — 1.

Lemme 3.4.1. Le polynéme minimal de A par rapport a v € C" est donné par :
S S

Pap(t) = l_[(t—/\i)li € P, on L =deg(ihay) = Zli; 0<li<n

i=1 i=1
l; dépend de v aussi bien que de A et Ay, Ay, As,......, Ag les valeurs propres distinctes de A,
n; étant la dimension du plus grand bloc de la matrice de Jordan dans le quel A; apparait

(Pordre de multiplicité de A;).

Preuve. Montrons d’abord I'unicité de ¢, ,. Supposons qu’il existe un autre po-
lyndme minimal x,, de A par rapport a v.

Par définition on a : deg(y4,) = deg(xa,,) et par conséquent on peut poser
p=a(xay—Pay) qui est polynome unitaire avec @ € C*. Donc p(A)v =0 et
deg(p) < deg(ia,), ce qui est contradictoire car ¢4, a le plus bas degré.

Supposons maintenant que 14 ,, contienne un facteur de la forme (t - A;), ou

Py Sp(A). Donc (A - A1) est inversible et par définition de 14 ,, on a:
(A= XiD) g p(A)y = 0.

D’autre part, deg((t— A Pay) <deg(a,). Ce qui est contradictoire avec 1,4, mini-
mal.

On a donc :

Remarque 3.4.1. On a deg((a,) <deg(iy)
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Théoreme 3.4.1. (cf.[77]) Pour tous polynomes p et q et une matrice A € M,,(C),

p(A)v = q(A)v si et seulement si

p(j)(/\,-) = q(j)(/\,-), j=0:5;-1,i=1:savec 0<I[; <nj.

Théoreme 3.4.2. (cf. [62]) Soient A € M,,(C), 4, le polyndme minimal de A par rapport
aveC". Sif estune fonction définie sur le Sp(A), alors f(A)v = q(A)v, ou q est 'unique

polyndéme d’interpolation d’Hermite de degré

i=1
deg(q) <deg(an) =) 1

S

et satisfait aux conditions d’interpolation de Hermite :

g D) =f9D0), j=0:1-1,i=1:s.

D’apres le théoreme on a :f(A)v € K (A,v) ou l'indice
L=L(A,v) = deg(ips,) € N
est le plus petit nombre pour lequel K;(A,v) = K ,1(4,v).
Proposition 3.4.1. Si A"v € K, alors A" v € K,,,, pour tout r > 0.

Preuve. Supposons A™v € K,,,. Raisonnons par récurrence.

Par définition, K, = K,,,(A,v) = vect{v, Av,A®v, ....... ,A™ ) et

m—1
A"vekK,, = A"y = ZakAkv, avec A" =1.
k=0
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Pour r = 1, on a

ALy = A(A™)
m—1 m—1
=A akAkv) = ZakAk”v
k=0 k=0
m—2
=Y A v +a, A™
k=0
m—2 m—1
=Y gAY ta,, ZakAkv
k=0 k=0
m—2 m—1
=Y A"t a,, jagv+a, Y apAfv
k=0 k=1
m—2 m—2
=Y At a, jagvta, Y apAF
k=0 k=0
m—2
= @@V + ) (@ + Aoy @) A Y
k=0
m—1

=a,_1a0v+ ) (ap_1+ am_lak)Akv.
=1

>

Posons By = ay_ 100, Pr =1+ 10, k=1:m-1.

On a:

m—1

ALy =) Aty e K,
k=0

Donc pour r = 1, la relation est vraie.

Supposons que pour r > 1, A"y € K,, et montrons que A"y € K,,,.

m—1
A"y eK, => A"y = ZykAkv
k=0
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et donc

Am+r+1v — A(Am+1’v)

m—1

_ ZVkAk+1V

VkAkHv + 7/m—1AmV

IT
|
[ —]

>~
Il
(e]

m—1

VA Y 4y ) Ak
k=0

7
N

T
[}

— m—1
VAV Y 1100 + Vi ZVkAkV
k=1
m—2
VA 0y yov + Yt ) yin A
:O k:O
m-2
= Y70V + ) (e+ Y ves) A
k=0
m—1
= Y ov+ ) (Vi1 + Vw1 y)A*.
k=1

Il
57 3
SR ()

.

En posant og = y,,_170 et 0x = Yk_1 + Vm-1Yk, On obtient :

m—1
ALy = ZakAkv, et par suite A™MTLYy e K.
k=0
En conclusion, A"""v € K,,,, pour tout r > 0. [ ]

3.4.3 Principe de fonctionnement

Soit A la matrice (n,1) du systeme a résoudre, v un vecteur quelconque, on note :
K,, = K,,(A,v) = vect{v, Av,Av,........ LA™ ) Te sous-espace de Krylov engendré par A et
V.

V., est la matrice des vecteurs d’une base de K,,(A,v), {v1,..., v, }.
Construction de V,,

Pour la construction de la base {vy,...,v,,} de K,,(A,v), on utilise I'algorithme d’Ar-

noldi ou l'algorithme de Lanczos si la matrice A est symétrique.
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Soit A= VHV?®, ou V est orthogonale. Alors V*AV = H (matrice Heisenberg). Posons
V =[vy,vp,..,vy], on a : AV = VH alors

j+1

AU]' = Zhi,jvi ] =1:m-1.
i=1

Ce qui peut s’écrire

j
Av; = Zhi,jvi thjs1, Vi © R v = Avj - Zhi,j”i =Wy

j

Comme V est unitaire, hi,j = vav]- ) i=1:j.

Supposons que w; # 0, viy = wj/hj,q,; avec hiyy i = [[w;ll-
j+1

Comme Av; = Zhi,jvi on a :
i=1

vect{vy, vy, ..., vj} = vect{vy, Avy,..., Al vy ).

Donc cette procédure produit une séquence de vecteurs orthonormaux vy, vy, ..., vy,
tels que pour chaque j, les vecteurs vy, vy,...,v; constituent des sous-espaces de Krylov.

Ces vecteurs constituent la base orthonormale d’Arnoldi {vi}f:1 du sous espace de Krylov
Km(A; V1 )

D’apres la méthode d’Arnoldi, on a, a I’étape m, la factorisation suivante :

_ _ T
AVm - Vm+1Hm+1,m - VmHm + hm+1,mvm+lem'

3.5 Approximation de f(A)v par la méthode des sous es-
paces de Krylov

Considérons f,, = p(A)v € K,,, 'approximation de f(A)v. Pour chercher cette approxi-
mation, on utilise la méthode d’Arnoldi, basée sur la décomposition de K,,,.
Soit
K, = K,,(A,v) = vect{v, Av,A%v, ..., A" ).

Les vecteurs colonnes de ces matrices ne sont pas orthogonaux mais nous pouvons

extraire une base orthogonale par la méthode d’orthogonalisation de Gram-Schimdt.

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



3. Fonctions de matrices 56

Mais il se trouve que cette méthode n’est pas toujours stable. D’ou 'utilisation de
I'algorithme d’Arnoldi qui permet de garantir la stabilité de la méthode de Gram-
Schimdt et qui consiste a calculer recursivement la mise de A sous la représentation
unitairement semblable H, H étant de type Heisenberg.

Nous nous placons dans le cas ou dim(K,,(A,v)) = m.

3.5.1 Procédure d’Arnoldi : Algorithme

La méthode d’Arnoldi est une méthode de projection orthogonale sur un sous-espace
de Krylov permettant de construire, pour toute matrice A, une base orthonormale du
sous-espace et une matrice de Heisenberg. La construction est basée sur la multi-
plication successive d’un vecteur initial v par la matrice A et 'orthonormalisation
par une procédure de Gram-Schmidt modifiée appliquée aux vecteurs obtenus, se-

lon le schéma suivant :

v v
V=" — Vy=Av; ~ V= —Z
[ o1 (3.5.11)
— vV, =Av,1 ~ V= ——.
[[vmll

Soient A € M,,(C), v; € C". Cet Algorithme calcule la factorisation de A sous la
forme AV = VH, ou V € M,, ,(C) (m = deg(14,,,) < 1) de colonnes orthonormales et
H € M,,(C) Heisenberg supérieur. C’est-a-dire il calcule une base orthogonale d’un
espace de Krylov engendré par (v,Av,sz,....,Am_lv) par la méthode d’Arnoldi et
renvoie cette base stockée en vecteurs colonnes dans V et la matrice Heisenberg des

coefficients d’orthogonalisation dans H. On Choisit un vecteur v;

Algorithme d’Arnoldi

1: Données A, v, m

2: Résultats V,,,, H,,
v e e 1. .
V= —— —> initialisation
Ivll2
4: forj=1:ndo

5: w = AV]
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6: fori=1:jdo

7: hi,j = v;fw

8: w:=w-h;;v; — orthogonalisation de w, h; ; = (Avj,v;), i <]
9: end for

10: I’l]'+1’]' = ”U/”z — hj+1,j =0si ] =m

11: if hj+1;j > 0 then

12 v w

: i+l =7
J i,

13: else

14: v]'+1 =0

15:  end if

16: end for

A la sortie on a Vy, = [vy,.., V], Vg1, Hy = (Bij) 1 < 1,j < m, hypyq,, oU les
(vi)i=1,2,.,j sont les vecteurs du systeme orthonomé trouve a I’étape m — 1. Les vecteurs
sont calculés récursivement.

La matrice V), est alors une base d’un sous espace invariant associé a A. On obtient
donc une base orthonormée de K,,,(A,v).

Les h;; sont calculées par I’Algorithme et donne une matrice de type Heisenberg
supérieure.

On a ensuite H,, = V,,AV,,. La matrice H,, est donc la représentation de la base formée

par les vecteurs d’Arnoldi de la projection orthogonale de A sur les sous-espaces de Kry-

lov.
hii hip o o By By
h2,1 h2,2 . - h2,m—1 h2,m
0 hsp . . . hyu1 hsu
Hm = O O h4,3 - h4,m—l h4,m . (3512)
0 0 O T

Le probleme a une solution si seulement si I’itération d’Arnoldi s’arréte. L’Algorithme
d’Arnoldi s’arréte lorsque h,,, ,, = 0.

L'interét de la méthode d’Arnoldi pour les grandes matrices (1 > 10%) est de pouvoir
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stopper le processus a I’étape m x n et de travailler avec H de taille m xm ou (m+ 1) x m.

L’écriture matricielle du procédé d’Arnoldi conduit a la relation :

AV, = Vi Hyp + Myt mVms1€h (3.5.13)
ou encore
AV = m+1I:Im+1,m- (3.5.14)
Soit
Alv1,02, 000y V] = V1,02, 000 Vi Vi1 [ H 1
Avec
hip hip o oo M him
hot hap o o o hamr hoy
B 0 h3’2 P hS,m—l h3,m
Hypim=| 0 0 . . . . . (3.5.15)
: e e hy hm
0 0 . .. . hyim
(Avy,vy) (Avy,vy) . . . . (Av,,v)
(Avy,vp) (Avy,va) . . . . (Av,,v))
0 (Avy,vz) . . . . (Avy,vs)
= 0 0 S . (3.5.16)
. . oo (Av,,, vy)
0 0 e (Avy, vgt)

Nous définissons H,, = [h;;,1 <i,j < m] en délogeant le dernier rang de Hmﬂ,m

une matrice Heisenberg supérieure. Donc
Alv1,02, 000 V] = (V1,02 v Vo Vi1t [Hpr 1
peut s’écrire comme
A[vllvb-"' vm] = [1/1,1/2,..., Uim» vm+1]Hm + hm+1,mvm+1er{1'
En remplacant V,, = [vq,...,v,,] on a :
AVy = VuHy + hm+1,mvm+1eg;
ou H,, = (h; ;) et e,; =[0,0,....,0, 117, e,, € R™ vecteur dont la m™*™® composante est 1.
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Corollaire 3.5.1. Si m = n, alors AV,, = V,,H,, et H, est unitairement semblable a A .

Remarque 3.5.1. On dit que H,, est la compression (ou projection) de A sur K,,.

j
_, avec

Elle représente le calcul de A sur K,, par rapport a la base d’Arnoldi {v;};

j=1,2,3,..,m. On peut poser

vect{vl,vz,...,vj} = vect{vl,Avl,...,Aj_lvl},

car la procédure d’Arnoldi produit une séquence de vecteurs orthonormaux vy, v, ..., v,,
tels que pour chaque n, les vecteurs vy, v,,...,v,, constituent les sous-espaces de Krylov.
Ces vecteurs constituent la base orthonormale d’Arnoldi {vi}f:1 du sous espace de Krylov

Km(A, V1 )

3.5.2 Approximation d’Arnoldi de f(A)v

Trouvons 'approximation de f(A)v par le procédé d’Arnoldi en prenant

v

1= o
1P
Lemme 3.5.1. Pour m < n fixé et

p(z)=auz" +a,12" " +...+a1z+ag € P,

avec AV,, =V, H,, + hmﬂ,mvmﬂe; ona:

m
p(A)v = ”v”Vmp(Hm)el + ”v”amamvmﬂl avec oy, = I_[hj+l,j' (3-5-17)
j=1
En particulier, pour tout pe P, 1 ona:
p(A) = WlIVyup(Hy ey (3.5.18)

Preuve. Il est suffisant de montrer ces résultats pour p(z) = zj, ie.,
Alv =||v||V,,H},e; pour j<m

et

Amv = ”v”Ver71161 + ||7/||0(m1/m+1.
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Par construction de la base d’Arnoldi on a : v = ||v||V,,e;.
Montrons que Alv = ||v||VmHilel . Raisonnons par récurrence.
Pour j =0, 0on a A% = ||v||VmH,91e1 o v =||[v||V,,e; vraie.
Supposons la relation est vraie a I'ordre k — 1 et montrons qu’elle est aussi vraie a

l'ordre k.

ARy = A(A ) = ARV, HE  ey) = IRII(AV,,) HE ey
= (Vi Hops + Bt V1 € HE Ly
ARy = ||V, HE eq + 101y mVmsr eb HE ey
_ Vv Hk h tHk—l
—”v” m m€1+||v|| m+1,m(em m el)vm+1-

En posant «,, = hmﬂ,m(eanl,‘[lel) on a :

k k
Aty = ”v”VmHmel + ”v”amvm+1'

0 k<m;

-1

tHk—l _ m

Cmm €1 = | |h]'+1'j, k=m.
j=1

(ct.[77])
Pour k < m, Afv = ||v||VmH,];el.

Pour k = m, A™v = |v||V,,H,; e1 + [[V||a Vst [

Définition 3.5.1. (Approximation d’Arnoldi) Soit f une fonction définie pour H,,.

L'approximation d’Arnoldi d’ordre m de f(A)v est définie comme

£, = V]IV f(Hper. (3.5.19)

L’Algorithme d’obtention de cette approximation f,, peut étre résumé par :
Algorithme. Données : A € M,,(C), v € C" et m < n.

Résultat : L'approximation d’Arnoldi f,,.

1. On détermine V,,, H,, utilisées dans la procédure d’Arnoldi.
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2. On pose f, = ||V f (Hu)er

Remarque 3.5.2. 1. La dimension du probléme qui était de n est réduite a m,
f(Aw = |v||V,.f (Hy)er = fu, Vi est la base orthonormale de Krylov et

v =|l[Vine; .

2. On n’a besoin que de la premiere colonne de f(H,,) car on prend le produit
f(H,,)ey sinon le calcul de f(H,,) demeure toujours un petit probléme si on ne

connait pas les valeurs propres de H,,,.

3. Méme si nous supposons que f est définie sur le Sp(A), H,, peut avoir des valeurs
propres en des points ou f n’est pas définie. Dans ce cas f(H,,) n'est pas défini et

par conséquent on ne pourra pas déterminer l'approximation d’Arnoldi d’ordre m.

Conclusion Dans le cas de données exactes on pose 'approximation de u = f(A)v par

la projection sur les sous-espaces de Krylov, on a :

— Pour m = n, La méthode d’Arnoldi nous fournit une formule trés pratique pour

son calcul en posant v; = et en calculant

|| |
f(Aw =V, f(H,) Vv =PIV, f(H (3.5.20)
avec v = |[v||V,e;.

En effet :

D’apres la définition de f(A) par la formule d’intégrale de Cauchy on a :

F) =5 | - az

ou f est une fonction analytique dans un domaine D, tel que I' entoure D avec

I'nD=0.
On a
f(A =5 ff )(zI - A)tvdz.
D’autre part
zZ-H, =z -V AV, =2(V}V,)- VLAV, = V!(zV, - AV,,)=V!(zI -A)V,,
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et
(zI —H,,) "' = V. (2l = A) NV = V(2T - A) 1V,
Donc
_ 1 -1
) = 5 [ S(oaT = Hy) 2= o | UV =AY iz
Par suite

211V (e mjf (Vi V(T A) Vser

= 557 |, P =47 lVier )z = f(arw
— Pour m << n, on le projette sur un sous espace de Krylov de dimension

m << n, pour obtenir f(A)v ~|[v||V,,.f(H,)e; car
f(Aw = f(A)VViv = ViV F(A)VViViv = Vi f(VEAV) Viv = Vil f (Hyex
L’Approximation de Krylov est de la forme
Se=1lvlVief (Hi)ey. (3.5.21)

Exemple 3.5.1. Déterminons la matrice V,,, H,, et f,, pour la matrice

1 2 3 4 5 6 2
2 3 4 6 7 3
12 20 13 11 24 0
1 0 0 4 6 8Y
6 3 2 1 9 4
8 7 6 5 4 1

N OB

et f(x)=e*.Onprendn=6etm=1:5.
On utilise ’Algorithme d’Arnoldi avec

fm = ”v”me(Hm)el = ﬁme(Hm)el

0.1865 0.2168 -0.3203 0.8897 0.1351 -0.0759
0.0933 0.3421 -0.1803 -0.0251 -0.5124 0.7607
0.2798 0.8283 0.3631 -0.1734 0.1679 -0.2133
0.3730 0.0462 -0.6561 -0.3133 -0.3412 -0.4622
0.5595 -0.1749 -0.2034 -0.2128 0.6462 0.3900
0.6528 -0.3423 0.5110 0.1851 -0.3963 -0.0658
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24.7565 9.7575 -9.1742 3.7422 24835 0
22.1476 11.5986 -11.3695 -3.1973 4.1546 O

H 0 11.5242 -6.8678 1.6609 1.2044 O
> 0 0 2.0322 -0.6344 -2.5060 0
0 0 0 1.5132 3.2580 O

0 0 0 0 1.1345 0

3.8448 x 1013
3.6476 x 10'3
1.0999x10'3
0.0694x10'3
0.0037 x 1013

1.1635x10"3
1.1038x10'3
0.3329x 103
0.0210x 10'3
0.0011x10"3

~1.2502x 103
~1.1861 x 103
~0.3576 x 1013
~0.0226 x 1013
—0.0012x 103

0.2880x 103
0.2733x 103
0.0824x 103
0.0052x10'3
0.0003x 103

0.4310x10"3
0.4089 x 103
0.1233x 10'3
0.0078 x 103
0.0004 x 103

0.0001 x 10" 0.000041 x10'3 —0.000044 x 103 0.000010x10'3 0.000015x 10'3

1.3058 x 104
1.5060 x 10'4
4.8095x10'*
0.9200 x 104
1.3696 x 104
1.9673 x 10'*

f5=

e =

S O OO O

Ficure 3.1: Représentation graphique de f,, ~ f(A)v = ev.

La figure 2.1 montre I’Approximation de f(A)v par ’Algorithme d’Arnoldi avec
f(x)=¢e"

Tentons de trouver un moyen pour pouvoir déterminer f(H,,) d’'une facon plus générale.
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3.5.3 Valeurs de Ritz

Soit 1 <m < n. Les valeurs propres de la matrice H,, sont appelées valeurs Ritz(m)
de A.
En pratique, le calcul des couples propres d'une matrice carrée A est un travail souvent
fastidieux, c’est pour cela, il est commode de calculer les couples de Ritz qui peuvent
étre considérés comme des bonnes approximations a une certaine précision. Cette
approche est bien justifiée théoriquement et numériquement.
Soient (A;)i, les valeurs propres de la matrice A et (B;)i_, les valeurs propres de H,, si

A = A" d’apres Golub et Van Loan [29] (voir aussi, [77]) on a la localisation suivante :

/\minsﬁl S/32 S"'S/img/\max

Chaque intervalle (—oo, 811, [B1,B2), [B2 B3l -+ » [Bm-1, B, [Bm»+o0) contient au moins
une valeur propre de A. Ceci montre que les valeurs de Ritz (;)!_, sont des approxima-
tions des valeurs propres de A qui dépendent explicitement du choix du vecteur initial
v dans la procédure d’Arnoldi (Lanczos dans le cas symétrique). LApproximation de

f(A)v avec la procédure d’Arnoldi en prenant v; = Vet pour

[vll
(m = deg(l/)A,vl) <mn)est: f, =PIV f(Hner = f(ViHy Vi) = Vi f (Hy) Vv qui est

I’évaluation de f(A)v sur le plus petit sous-espace de Krylov K,,,(A,v;). Donc on peut

I’étendre sur tout l’espace de Krylov K,,(A,v,,) avec n =1 : m.

Théoreme 3.5.1. (cf. [96]]) Soient les matrices V,, et H,, obtenues par la procédure d’Arnoldi
sur Ae M, (C)etveC". Ona:

[01Vin f (Him)er = pr-1(A)v, (3.5.22)

ot p,,_1 est 'unique polynome d’interpolation de Hermite degré m — 1 qui interpole f sur

Sp(Hp)-
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Etude d’un probleme inverse
d’identification de sources du type
parabolique

4.1 Probleme de Dirichlet
4.1.1 Position du probleme

Soient (H,<.,.>,||.||) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et
A:D(A) C H— H un opérateur non borné a domaine dense dans H.

Considérons le probleme parabolique suivant :

{ut(ot)+Au(t):f, 0<t<T, (41.1)

ou la source f € H est une fonction donnée indépendante de t.
On fait les hypothéses suivantes :
H1 L'opérateur A est auto-adjoint, i.e., A = A™.
H2 Lopérateur A est strictement positif, i.e., A>yIl ou 0 <y =info(A).
H3 L’injection H! := (D(A),|lllg) = H est compacte, ou ||.||g est la norme du

graphe.
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e Sous les hypotheses (H1, H2 et H3) 'opérateur A est diagonalisable.ﬂ Soit alors

(&k» Ak)k=1 les couples propres (valeur propres,vecteurs propres) de I'opérateur A :

Al =AM, k=1,2,..., <&.,&>=O0mn
O<7§/\1§/\2§.../\k—>00, k—>oo,

YVheH, h= thék, hi =< h, &, > le coefficient de Forier d’ordre k de h.
k=1

Théoréme 4.1.1. Pour tout f € H, le probleme admet une solution unique

u € C([0,T]; H) donnée par 'expression

t
00 _ A
uuy:mgf:J}*FWVds:u—e4ﬂA*f:}:(Lﬁé—)<fgk>@. (4.1.2)
0 k=1 k
Comme exemple d’application, on prend H = L*(0,1) et
A=—-L D(A)=HI(0,1)nH2(0,1)
- dxzi - 0 ’ ’ ’

i.e., I’équation de la chaleur avec conditions de Dirichlet :

2
%_%:f(x), 0<x<1,0<t<1,

u(x,0)=0, x€[0,1], (4.1.3)
u(0,t)=u(l,t)=0, te€][0,1]

Ici f € L(0,1) est la source recherchée a partir de la condition finale
u(x,1) = g(x) € L*(0,1).
Il est facile de vérifier que A est auto-adjoint, strictement positif et a résolvante

compacte, ou les couples propres sont donnés par
A, = (nm)?, e,(x) = \/Esin(nnx), n=12,...

Notre probléme inverse se formule comme suit :

1. H2=0€p(A), H3 = Al est compact.
2. (H1, H2, H3) = A™! est auto-adjoint compact, et donc diagonalisable d’apres le Théoréme de la
décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. En conséquence A est diagonalisable.
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Soit u(t; f) = g une observation finale de la solution u(t; f) au point t =7, 0 <t < T.
Notre objectif est de déterminer la donnée f a partir de la condition g.

On peut schématiser notre probléme inverse comme suit :
f—ut)=R(t)f — Ou) =u(r) =g, (4.1.4)
on obtient donc une équation de Fredholm de premiére espece
Kf=g K=R(7). (4.1.5)

I1 est clair que 'opérateur K est auto-adjoint, compact et injectif, et donc d’apres le

théoreme de Picard, la solution recherchée f sera donnée par la formule

- A - A
f=K 1g:(m)g:Z(TI;/\k)<g;5k>ék, (4.1.6)
k=1
sous la condition que
Z( w) | <& &> * <+oo. (4.1.7)

k=1

De l'inégalité

2 2
el ol
1—e—T\//Tk 1—-e ™

on déduit que la condition est équivalente a ¢ € D(A).

On note ici que notre probléme inverse est instable, ceci découle du comportement
Ak

—e”

des hautes fréquences wy = (

4.1.2 Stabilisation et approximation

Nous voulons maintenant aborder la question de stabilisation dans le cas de données
entachées de bruit, parce que les données dont on dispose viennent de ’expérimentation,
ce qui implique l'existence d’erreurs de mesure. Cette cause d’incertitude induit
une image floue a cause de la sensibilité des problemes inverses aux incertitudes, et
I'interprétation des réponses devient presque impossible et engendre un grand risque.

On suppose maintenant que la donnée u(7) = g est entachée de bruit (inexacte), i.e.,

on dispose d’une approximation gs de g : [|gs — gl < 0, 0 est le niveau de bruit.
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Régularisation par troncature spectrale

Définition 4.1.1. Pour N > 0, on définit la solution régularisée du probléme (4.1.5)

pour des données exactes (resp. inexactes) comme suit :

N
fsz(%)qék%k, (4.1.8)
5_N Ak
fN:Z(m)<gérék>ék: (4.1.9)
k=1

Cette méthode est connue sous le nom troncature spectrale qui élimine les hautes
fréquences responsables de l'instabilité.

Théoreme 4.1.2. On suppose que f € B(p,E) = {f € D(AP) : ||APf|| < E}, p > O, et soit

( E )l/(2+p)

AN x| = , alors on a l'estimation d’erreur suivante

S r_ 2
”f_fN” < K§P2EP+2,

0ﬁK:(1+M):1+1_e——T/\1.

Preuve. Notons

M M
l—e™ = 1-¢™h

= M,

Wk

& =(& &) & =(gs &)

En utilisant I'inégalité triangulaire, on peut écrire

If = A4 =1F = fi + fy = I < IF = full+ I fw = 9l = Ay + A, (4.1.10)
00 N 2 o)
A =If-flP=|) A&=) A&l = ) AP (4.1.11)
k=1 k=1 k=N+1
7 N N P N 7
A =|lfy - N7 = Zwkgkék— Zwkgfék = Zw,flgk—g,flz. (4.1.12)
k=1 k=1 k=1
= -2p 42 -2 = 2 -2
A=) AT <A Y AR < AT B2 (4.1.13)
k=N+1 k=N+1
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N+1 N+1
8= wllg-gP <3 MYl g < A, M2 (4114
k:l k:1

Ce qui implique que

1

Ay +Ay < AJPE+ A2, Mo~ ((—)2”’

|

P 2
E\Z+p 2 2
] E+M6(3) =(1+M)ExrP o>,

4.1.3 Approximation numérique du probleme par La méthode de
Krylov

Discrétisation et projection de la solution

La discrétisation par éléments finis ou différences finies d’'une EDP intervenant
dans un probléeme inverse est une source d’erreur et son influence sur la convergence
est certaine. Pour remédier a ce phénomeéne, on propose une semi-discrétisation du
probleme, ce qui va nous permettre d’'une part de diminuer les erreurs, et d’autre part
de transformer le probleme semi-discrétisé en une EDO, dont I’étude repose en général
sur des méthodes spectrales en dimension finie.

Par un calcul opérationnel, on transforme notre probleme en un probleme de calcul
matriciel de la forme : u = ®(A)v, ou u := est la solution recherchée, v := les données du

probleme, A € R"™™

est une matrice symétrique définie positive, et @ := une fonction
définie et continue sur une partie contenant le spectre de A.

Notons A,, € R™ 'opérateur discret de A, qui est une matrice symétrique, définie
positive. On suppose que les erreurs de la discrétisation sont petites par rapport a
I'incertitude 9, et que A,, est de taille suffisamment grande de facon que A,, soit une
bonne approximation de 'opérateur différentiel A.

Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes :

E, :=R", m>1.

G € E,, := l'analogue discret de g.

G° € E,, := 'analogue discret de gs.

o(Ay) = {arli, :='ensemble des valeurs propres de A, (0 <a; <a, <--- < ay,).

{Ck}yL, := I'ensemble des vecteurs propres normalisés de A,,.
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Les analogues discrets de (4.1.6) et (4.1.8) sont notés respectivement par :

F= Zl (G ) (4.1.15)
= Z%(G; Ck)Cr,  (n<m). (4.1.16)

k=1

Zl (G C)l  (n<m). (4.1.17)

La méthode de projection de Krylov consiste a générer ’espace de Krylov
Ki(A,,G)= vect{G,AmG,...,AfglG}

par un algorithme itératif.

Soient (qi)ﬁz1 la base orthonormée de K;(A,,, G) avec q; = , Qr=(4q1,92,---,q1) et

||G||
T=QA,Q € R 1a représentation symétrique de A,, sur I'espace K;. Lapproximation

de (4.1.15) dans le triplet de Krylov K; = (K;(A,,, G), Q;, T}) est donnée par :

T
[Fli = ”G”QI(WZ(—T’B))Q e R", (4.1.18)

ou e; = (1,0,---,0) € R..
1= (

Remarque 4.1.1. L'approximation (4.1.18) converge vers la solution (4.1.15), et le type

de convergence est super-linéaire.
Soit ((6;1))) les valeurs propres de T}, et (y](-l)) les vecteurs propres de T;.
j=1,...1 =1,

Puisque (9;1),3)](-1)) approchent les couples propres de A,,, alors 'approximation
j=1,..,1

du vecteur F? dans le triplet de Krylov K(A,,, Gs) prend la forme :

(0
0. T
I )
FR=1GslQr ) e ||(5) v (41.19)
0;<A 1—exp(—16(-l)) : !
jSAn j

4.2 Probleme de Neumann

Dans cette section, on considére le probléme inverse mais avec les conditions

de Neumann.
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4.2.1 Position du probleme

Soient (H,<.,.>,||.||) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et A :
D(A) € H — H un opérateur non borné a domaine dense dans H.

Considérons le probleme parabolique (direct) suivant :

{ u(t)+Au(t)=f, 0<t<T, (4.2.20)

u(0)=0,
ou la source f € H est une fonction donnée indépendante de t.
» Notre probléme inverse est d’identifier la source f a partir de la condition finale
u(T) = g.
On fait les hypotheses suivantes :
H1 Lopérateur A est auto-adjoint, i.e., A = A"
H2 Lopérateur A est positif, i.e., A >0 ou 0 € o(A).
H3 L'opérateur A est diagonalisable, i.e., il existe une famille dénombrable de

couples propres (&, Ax)is( telle que :

Aék:Akék,kZOZLZ,..., <& & >= Ons
0:/\0</\1S/\2S.../\k—>00, k — oo,

VheH, h= thék, hy =< h, &, > le coefficient de Forier d’ordre k de h.
k=1

On note par S(t) = ¢4 le semi-groupe engendré par (-A), i.e.,

S(t)h = Ze—”k <h&>E, h=Y <h&>&eH.
k=0 k=0

Notons S(T) = e"T4. Il est clair que S(T) est auto-adjoint, compact et positif.

3. Un opérateur discret M : H — H défini par :
Mh = Z(Xk < h,ék > 5](
k=0

est compact SSI lim a; = 0.

k—>00
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t
Notons R(t) = fe_(t_s)Ads l'opérateur borné défini par
0

[\”48

t
= (1 —e
tS/\kd —t {—} , .
Ofe s<f &> & <f§0>§O+Z " <f,&>&

k=1

>~
Il

0

On remarque que l'opérateur discret R(t) est compact (ay = — 0 ), de
plus il est auto-adjoint et positif.

En utilisant la méthode de Fourier et la représentation de la solution du pro-

bleme direct (4.2.20) :

et la condition finale

(¢]

s 1— T A
u<T>=T<f,5o>éo+Z{j—k}<f,ék>ék=g=<g,éo>so+Z<g,fsk>sk,

on tire que notre probleme inverse admet une solution unique donnée par :

[ee]

1 A
f:?<g,50>§0+Z{T’_‘”k}<g,gk>gk. (4.2.21)

k=1

Remarque 4.2.1. On note ici que notre probléme inverse est instable, ceci découle du
Ak

comportement des hautes fréquences wy = (m

)z/\k—>ooquandk—>oo.

Remarque 4.2.2. Pour construite une approximation stable pour (4.2.21), on tronque

la série de fourier et on ne prend que la partie finie.

Cas particulier. On suppose ici que
el&F=H={geH:g,=<g,& >=0)}.

Dans ce cas, la solution (4.2.21) devient

f= i{ e”}<f,€k><§k. (4.2.22)

k=1
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Autrement dit,

f :X(I —e‘TfT)g =D(A)f, Ds) = _Se—Ts'

—

Donc, on peut définir 'opérateur ®(A) = D(A), o l'opérateur A = A avec le domaine
de définition D(A) = u € D(A) N H.
Notons

—_—

A:D(A)cH—H, Au=Au, YueD(A).

e Sous cette notation, l'opérateur Aest auto-adjoint et strictement positif (inf(o(;{)) =

A1 > 0), de plus, la fonction ®(s) = s € [Ay,+oo[ se comporte bien lorsque on

1—eTs’
remplace A par une approximation matricielle. Cette procédure est bien connue dans

I’analyse numérique des problémes mal conditionnés (en anglais, shift-scaling method).

4.2.2 Exemple d’application

2
%_%:f(x), 0<x<1,0<t<l,
X
u(x,0) =0, x€[0,1], 4.2.23)

u,(0,t) =u,(1,t)=0, te€[0,1].

Il est important de noter ici, que ce probleme du point de vue numérique est plus
difficile en comparant avec le probleme de Dirichlet. En effet, 'opérateur A est auto-
adjoint, positif et A = 0 est une valeur propre. Ce qui induit une difficulté technique
quand on passe au probleme discret.

Notons H = L*[0,1] et A 'opérateur non borné défini par :

d?
DA)={ue H?%(0,1): w'(1)=u’(0)=0), Au= _d_bzl, (4.2.24)
x
Proposition 4.2.1. Lopérateur A est auto-adjoint.

Preuve. L'opérateur A est symétrique. En effet, V(u,v) € D(A)x D(A), on a :

1
(Au,v) = J —u"vdx.
0
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Par une intégration par parties et sachant que u’(1) = u’(0) =0 et v’(1) =v’'(0) = 0

on a :
1 1 1 1
(Au,v) = J ~u"vdx = [~u'v]j+ f u'v'dx = J u'v'dx = [uv’]} —J uv”dx = (u, Av).
0 0 0 0
I1 est également auto-adjoint. En effet, nous allons montrer que l'opérateur (A+1) est
inversible, i.e., (A +1I) est injectif (N(A+1I) = {0}) et son image égale a H (R(A+1) = H)
R(I+A)=H < VzeH,JueDA)tqAu+u =z

Or d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, pour toute fonction f € L[0,1], il existe

une unique solution u € HY(0,1) telle que

1 1
a(u,v) = J- (u'v' +uv)dx = f fvdx = L(v).
0 0
On a de plus u € D(A). D’ou le résultat. |

On calcule I'ensemble des couples propres de A :

—u”(x) = Au(x), A>0,u =0,

avec les conditions

on trouve
Ao =0,e0(x)=1,A, = (nm)?, e,(x) = cos(nmx), n=1,2,...,

Montrons que I'ensemble B = {¢, };~, est une base hilbertienne de H. La démonstra-
tion de cette propriété repose sur le théoreme de caractérisation des bases hilbertiennes

suivant :

4. Si un opérateur symétrique est tel que R(I + A) = H, alors le domaine de A est dense dans H
(D(A)*+ = {0} &= D(A) = H) et A est auto-adjoint.
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Théoreme 4.2.1. [39, Critere de Vitali-Dalzell, p. 39]. Soit B = (C);~, une suite ortho-
normale de 'espace de Hilbert H = Lz((a, b),R), ot (a,b) est un intervalle borné de R. Alors,

la suite B est totale (et donc une base hilbertienne) ssi :

o b x 2
(b _Za)z ZJ JCn(t)dt dx =1. (4.2.25)
n=0% 1%

Théoreme 4.2.2. Les éléments de I'ensemble B forment une base orthonormée dans ’'espace

de Hilbert H.

Preuve. On a :
1
Jei(x)ej(x) = 6,"]', V(l,]) e NxN. (4226)
0

Il reste a vérifier le critere de de Vitali-Dalzell pour conclure que B est une base

hilbertienne de l’espace de Hilbert H = Lz(—l, 1),R). En effet,

d’ou

On revient, maintenant a notre probleme inverse (4.2.23). Puisque 'opérateur A est
diagonalisable, alors en utilisant le technique de Fourier et la solution du probleme

direct, on peut écrire :

f = fOeO + Z(fnenl g> = 8oéo t+ Zgnew
n=1 n=1
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ou les scalaires f; et g; (i=0,1,....) sont les coefficients de Fourier donnés par

1

1 1 1
fo= Jf(x)dx, g0 = Jg(x)dx, fu = ﬁjf(x)cos(nnx)dx, 9 = ﬁfg(x)cos(nnx)dx.
0 0 0

0

Ce qui donne

w(x, 1) = t foeo(x) + i{l et } Fren(x (4.2.27)

n=1

En utilisant la condition u(x, 1) = g(x) on peut identifier les coefficient de la source

f. L'égalité vectorielle

= (1 —e M
f030+Z{ }fnen 8= 8060+Zgnen:

n=1 ” n=1

nous donne
o0

An
f=2goeo+ Z{l——e‘/‘n}g”en' (4.2.28)

n=1
4.3 Estimation d’erreur en dimension finie

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive. On pose

n n

A A
f=pA)g=Al-e") 1g=Zl_—e’_Aigiei=Zl -(g,ei)e pr (g:ei)eis

ou g € R", ou (A;,¢;) sont les couples propres de la matrice A :
n
Aei = /\iei, (Ei,Ej) = 51']', R" = @[ei].
i=1
Notons

fin = 1gl2Qu (Hy)er = 1812 [QuuHp(I = e~ m) ey
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I'approximation de Krylov de la fonction f.

Notre objectif ici est d’estimer la quantité A, = ||f — f,ll-

Pour réaliser cette tache (qui n’est pas facile), nous utilisons les séries de Tchebychev
qui sont importantes en théorie de I'approximation.

Il est en effet connu que le développement tronqué d’une fonction en série de
Tchebychev est un polyndme proche du meilleur approximant au sens de la norme
uniforme sur le segment [-1,1].

Soient Ay, Ay, -+ A, et By, Bo, -+ B avec m < n les valeurs propres respectives de A et
de H = Q'AQ ou H € M,,(R) une matrice de Heisenberg, Q € M,, ,(R), Q'Q =1, ]|Q| < 1.

On a la relation suivante entre les valeurs propres de A et celles de H (valeurs de

Ritz) :

MSBi<A, i=12,-m avec iy = A, Piv = B

n n
Sig= Zgiei = Z(g, e;)e; ou (e;) est une base orthogonale de R", alors
i=1 i=1

f= ig(P(/\i)ei-
o1

Les (g, e;) sont appelés coefficients de Fourier.

Comme vecteur approché de f nous prenons le vecteur f,, = p,,(A)g ou p,, est un
polynome de degré deg(p,,) < m — 1.

Les A; et §; sont connues. Soient A; et A, respectivement les bornes inférieure et

supérieure de l'intervalle spectral de A.
A+ A I 1

A=A " A= A=A
linéaire définie sur l'intervalle spectral de A et I, 1a matrice unité d’ordre n.

Soit B = Aavec||Bl[<lety= (A, + A1 — 2x) une fonction

Définissons une fonction h sur le segment [-1,1] de fagon que h(B) = ¢(A) :

/\n"'/\l —(/\n—/\l)x
5 .

h(x) = ¢
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Considérons la série de Tchebychev de la fonction h, h(x) = th Ti(x) ou les hy
sont les coefficients de Tchebychev avec

min(2,k+1)

hy =
k TC

jl h(x) T (x)(1 — x2)"2dx
-1

et les Tj sont les polyndomes de Tchebychev de premiere espece et satisfont a la

relation de recurrence : Ty(x) = 1, T1(x) = x, Tiyq(x) = 2xTi(x) — T_1(x), k > 1.

La famille (Tj) forme une base de I’espace de Hilbert L?U(—l, 1),ouw=
la mesure du produit scalaire (appelée aussi fonction poids).

Cette famille de polyndmes est orthogonale relativement a la fonction poids w :

1
J T,(x) T, (x)w(x)dx =0 pour n=m.
-1

Comme fm = pm(A)g = ||g||QP(Hm)€1

D’apres Saad [96], on peut poser aussi de la méme facon :

A +/\1 2
v=L I, - H, ||[V|<1.
Théoreme 4.3.1. (¢f.[88]) Si la série h(x thTk ) est absolument convergente sur

Uintervalle [—-1,1], alors on a les égalités suwantes

+00

F=fu= ) TutBlg - QI Vi | th(Tk g IgIQTi(V)e:

k=m

et l'erreur commise satisfait a :

+00
If = full <2lgll ) _ il < oo,
k=m

4.3.1 Calcul de I'estimation d’erreur de ||f — f,,||

Pour la fonction f = @(A)g = A(I —e?)"!g, nous essayons d’estimer les coefficients

de Fourier-Tchebychev de la fonction linéaire sur l'intervalle spectral de la matrice A
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(symétrique définie positive) en estimant les valeurs de cette fonction sur des ellipses
dont ses pélesﬂ sont les extrémités de l'intervalle spectral. Ces ellipses ne doivent
pas contenir les singularités de la fonction. On suppose que la somme des demi-axes
de l’ellipse peut étre optimisée par un parametre en fonction duquel on cherchera
une majoration de la fonction.

Soit Er une ellipse de Foyers F(1,0) et F'(-1,0) et R la somme des demi-axes, R >

1. Cette ellipse est déterminée par

Ri9 R—l -i0
ER:{ ‘ +2 ¢ 0<@<2nl.
Posons
Q:M>O, C:M>1.
2 A, =M
A +/\1 2
B=-=. L, - A, ||Bl|<1
On a:

[[—e 1A = [1 - e =B g(cI, - B).
Comme h(B) = ¢(A) on a h(w) = (1 — e ) g(c - w), w € Eg.
Nous admettons le Théoréme suivant :

Théoreme 4.3.2. (cf.[76]]) Si une fonction f est analytique dans le domaine délimité par

Uellipse Eg et continue sur Eg de sorte que
f(2)| <M(R), z€ Er, MER,
alors les coefficients de Tchebychev ay de f satisfont a l'inégalité
lax] < 2M(R)R,

et pour tout r € [1,R) les séries de Tchebychev de la fonction f

[(S0]

DTy2)+ ) aTi(2)

2
k=1

convergent uniformément vers f sur I'ensemble fermé borné par Uellipse E,.

5. Si par un point fixe on meéne des droites rencontrant une ellipse, et que par les points d’intersection
de ces droites avec la courbe, on lui méne des couples de tangentes, les points d’intersection de ces
tangentes sont en ligne droite; cette droite est la "polaire" du point fixe, qui est le pole.
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En appliquant ce théoréeme, on peut écrire :

Soit hi(w) = (1—e~ =N g(c—w) avec w € Eg. Elle peut étre prolongée par continuité :

) a(c— w) .
hw)={ 1_ealca) ™
h(c) =1,

h est définie en c. Donc le point ¢ est une singularité amovible de la fonction h.
Comme l’ellipse ne doit pas contenir les singularités de la fonction f, cherchons les
autres singularités dans le plan complexe proches de l'intervalle spectral.

On sait d’'une maniere générale que la fonction
eX-Hy — eZ

est une fonction entiere qui a un point isolé a I'infini. C’est une fonction périodique

de y de période 27t donc une fonction de z de période 2mi.

1— e—a(c—w) -0 e—u(c—w) =1= e27zni,n € 7.

De ce fait, la fonction ha poOle d’ordre 1 en
—a(c—w)=2nmni pour n=---,-1,0,1,---.

Les plus proches des singularités de l’intervalle spectral sont n =—-1,0,1 et par suite

on a :
) 2mni
—a(c—w)=2mni S w=c+
a
27
Pour n=-1,ona w=c—- —.
a

Pourn=0,onaw=c

27
Pour n=1,ona w = c+ —.

a

2mi 21 . " . A

Donc ¢ + — et ¢ — — sont les singularités non-amovibles de h.
a a

Pour les systemes symétriques définis positifs comme dans notre cas, l’ellipse
enveloppe le spectre de A qui dégénére en intervalle spectral [A,,;,,, A;qx] sur la partie
positive de l’axe des abscisses.

Re'? + R71¢710

€ceErp>w=
WeEcLp =W )
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1 1 1
Et sur ’ellipse si on pose le grand axe p; = E(R+ —)etp, = E(R_ E) le petit axe, on a

R

LR ) <ol <

1
SR
PNTRS S (R+

7

Introduisons la fonction de Zhukovsky ¥(z) = %(z + %),z = 0 et son inverse est
P(w)=w+ Vw?-1,weC\[-1,1] ou C désigne I’ensemble des nombres complexes.
(¢(w) est définie pour tout nombre complexe w sauf les éléments appartenant au
segment [—1,1]).
Selon une définition
I = {lp(z) : |z| = R},R > 1, ou 1 est la fonction de Zhukovsky.

Puisque ¢ est la fonction inverse de i,on peut fixer R par
Ip = {z: |p(2)] = R},R > 1.

Les singularités les plus proches de /i se trouvent sur lellipse Eg avec

(4.3.29)

La valeur de R est indépendante du signe dans (4.3.29) a cause de la symétrie.
Fixons cette valeur de R et notons que les deux singularités non-amovibles sont des

poles simples. Ensuite, décomposons /i par

ou

A Res(h c+ 27”) Res(h c— %) . Res(h c+ 27”) . Res(h c— %)

hl =h- 27 2m ’ hz 2ni h3 = Zm
—C— 2 —C+ = —C— P —Cc+ ==

et Res désigne le résidu d’une fonction analytique a un pole.

Calculons R.

o)

' 27 ( 2711')2 ‘
=lc+—+[lc+—] —-1|=

27t 5 41?2 4imc
C+— +4[c2——+ —1|.
a a

a? a

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



4. Etude d'un probléme inverse d’identification de sources du type parabolique 82

47c? dirc :
1+ =x?-y%+2ixy,ona:

2_—_

Posons z = x + iy tel que c 3

4 2
x2_y2:62_l2_1 (1)
27CC
Xy =—~— (1)
472 1672c?
x2+y2:\/(c2—?— ) = (ii)
(i) + (ii1) = 2 = (2 4 e bl 2y 2+ 167>
2 a? 2 a? a?

Prenons x positif pour raison de commodité, on a :

1
1,, 4r? 1 a2 \* 16m2c2)?
T N
a a

2 a? 2
2ne 1 2me[1, , 4r? 1 472 16m2c2] 2
- = — —_ = — — ———1 — 2___ +
)=y a x a 2( a? ) 2\/(c a? a?
Donc
1, A4n? 1|, 42 1672c? |2
z:x+1y:[§(c -—-1) E\/(C E el "

a |2 a? a?
Posons
2 1
1, , 4n? 1 472 16m2c2 ]2
a=|=(c"—— 1)+ =1[[c?——-1]| + ,
[2( a? ) 2\/( a? a?
et
1
2 2 22712
0(_1: l(c2_4i_]_) l C2_4i_ lémc 2'
2 a? 2 a? a?
Par suite

27 21 472
i C 1 :\/(c+a)2+—2(1+ca_1)2.
a

c+t—+a+i—a
a a

2T
cra+i—(1+ca™t)
a

271
R = c+——
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Soit

Calculons

Les poles sont simples :

2mni

W, =Cc+ ,n € L.

Posons w = w, +t avec t un nombre tres petit.

Le Résidu de h en ces points :

—2nT .
a(—=——t —at —2nrmi
hw,+t)= (=% > ,) = -
1 — g~ (=" +t) 1—e
En faisant la division on a :
—2nmi —at 2nrti
h(w, +t) = = +
1 1
—at — ya’t? — 5a3t3... at
2nTii

Donc Res(h, w,) =

et par suite

271 2711 2711 27
Res(h,c + _m) = —m, et Res(h,c— —m) = nz'
a a a a

Remarque 4.3.1. Comme les poles sont simples, on pouvait utiliser la formule

_flw)
)= g(w)’

Si f(a)=0, g(a)=0et ¢g'(a) =0 alors

Res(i,a) =a_;= lim(a)—a)f(w) = f/(a).
w—a g(a)) g(a)
W Res(h,c+27m) Res(h,c—sz) a(c— w) % %
=n—- — — - = — - + =
! w—c— 2t w-—c+ 1—e @) g_c— 2 42
A - 27 1 27 1
iy (@) = a(c — w) _2mi . i .
1—ealc@) g w-c-E a4 g-c+

83

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



4. Etude d'un probléme inverse d’identification de sources du type parabolique 84

a(w —c) 27t 2

= — + —.
ealw=c) _ 1 a(w—c—%) a(w—c+%)

La fonction / a un prolongement holomorphe au point c. En effet :

lim =i(c).
w—0 w
o N a(c—c—w) _
hctw)-hc) Teraea 1 151
w B w  w
2,2 2.2
e =1 +aw+ L 4 w*(e(w)) donc 1—e"° = —aw — 4 ;) — w?(e(w))
Par suite
2 5 —aw 7 -1 a>w? 2
hc+w)=h(c) 1o —1  -aw-2g=-w(e(w)) | —aw+aw + 5=+ w(¢(w))
w w w w(—aw—#—wz(e(w)))
PG ree)  (Srew)
w(-a-5 —w(e(w) (-a-% - w(E(w))
Lorsque w — 0 on a :
A, _ —_a
()=~
1, . 21 T 21 T )
Considérons deux Disques Ag(c———, —) et Bg(c+——, —). Nous cherchons une majo-
a a a a

ration de /iy (w) sur 'ellipse tout en entier. Nous l’estimons séparément sur un ensemble

autour des poles et sur son complémentaire dans l’ellipse. Nous le faisons en 3 étapes.

Etape 1
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a>o, c©>1, R>1, Fy(1,0) Fg(-1,0)

o

FiGure 4.1: Estimation d’erreur autour des poles sur l’ellipse

.y : 27 Tt
Considérons le Disque Ag de centre c — — et de rayon — :
a a

27 e
w—Cc+—| < —>.
a

AR:{C()EER,
a

27t ) 2ti X
PosonsX:a(w—c+7):a(w—c)+2rcz donca):c—7+;etweARz|X|<Tc.

On aura

27'(i+X X =-2mi +27'ci 2711 _X—27'(i+27'(i 271t
a a’ eX-2mi_1 X  X-4mi  eX-1 X  X-4mni

X 2miX 2rni)X(eX-1) 1 1
ou F(X) = 7~ 3o+ gt T
et —1 X(er-1) X?(ef —1) 2(1-%£5)
X 2miX  (mi)X(eX—-1) 1 1-2+ X
- - + o X —
X—1 X(X-1)" XXeX-1) 27 (1-£
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Ou encore
2ri (2mi)(eX-1)] X 1 1 X
F(X)=|1- + e
(X) l X X? eX-1 2 8mi(1- %)
71
X b2n . .
On pose H(X) = eX—l — Z " ou les b,,, sont les nombres de Bernoulli.
On sait que
(2n)!
b2yl < 4@: nz (I)
X . bZn 2n 3
En posant W(X) = —> + ZWX ona H(X)=1+WY(X) et F(X) devient
n=1 ’
1 2mi (2mi)(eX - 1) 1 X
F(X)=—=+|1- + 1+¥(X)+ ————.
(X) 2 [ X X2 ( (X)) 8mi (1 — )
4i
On sait que
X +00 n +00 n—=2 +00 n—-2 +00 n
et —1 1 X X 1 1 X 1 1 X
T N D R O T
n=1 n=1 n=3 n=1
2mi (2mi)(eX -1
Calculons le terme 1 — 2 ( m)}({ez ) dans F(X):
2ri (2mi)(eX 1) 27 1 1 «— X" , S~ X"
1- =1-—+2 - =1 2 .
X T x? X mX+2+;(n+2)! T ”’Z(nw)!
1 X\
Ensuite = (4 ) .
1— Vvt ¢}

En remplacant ces termes par leur valeur dans F(X), il vient

F(X):%+ 1+ni+2niz(n)_in2),][1+‘lf )]+%XZ(4£7U.)
n=1 ’ =
1 . . . = xn P At
:§+1+7(1+(1+7(1)\I’(X)+27”(1+\P(X))(n;(n+2)!)+8nixng(4_m)
3 . . & xn Lo xy
:E+ﬂl+(1+ﬂ1)‘1’(x)+2m(1+W(X))(;(n+2)!)+ 8niX;(4_ﬂi) '
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+00

e an(ueteon ) o) o |Z‘
n=1

Pour w € A on a |X| < 7t donc

IF(X) ‘\/9+47'(2 \/7|‘1’

+00

2n . .
+4 ; Wﬂ (suivant la relation (I))

T
2

2n

| | |X| Z‘ b2n

Et finalement

A/ 2
IF(X)| < 9+4” VT2 Y o E e Dy - 1)+ L = M,
(33 23 6
Soit
sup |hy(w)| < M,
weAR
Etape 2

.y . 27 TC
Considérons le Disque By de centre c + — et de rayon —
a a

27111 e
w—-—Cc——|< —
a a

27t , 2rii Y
PosonsY:a(w—c——l):a(a)—c)—Zm donca):c+—l+—eta)eBR:>|Y|<7z.
a a a

BR:{CUGER,

On aura
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2t Y B Y+2mi 2w 2711

GO =ht@ =hler = = T Y Y

Y 2riY  (2mi)Y(e¥ 1) 1

1
= + +2 .
e¥ =1 Y(e¥-1) Y2(e¥ - 1) 2(1-4)

% wmiY  QmiyEeY-1) 1 1-XHi 4

= - - + .
e¥ -1 Y(e¥-1) Y2(e¥ -1) 2 (1-4)

2ri (2mi)(e¥ —1)| Y 1 i Y
=[1+ - e .
Y Y2 eY -1 2 87{(1_%)
2ri (2mi)(e¥ —1) 1 i Y
=1+ - 1+W(Y)|+ =+ — —.
l Y Y2 | el 2 8m(1- 1)
2mi (2mi)(e¥ -1
Calculons le terme 1 + mi_ (2mi)e )dans G(Y).
Y Y?
i (2mi), y . 2mi (2mi)(x> Y\ 2mi RSN
R O AL R S e8P R Sl VB
n=1 n=1
2l 27 - Y"
g m 2mi
Yy Ty ™ m(;(n+2)!)
+00
. . y"
:1—711—2711(Z(n+2)!).
n=1
On a

+00

i iv\"
[1+W(Y)]+§YZO(E)

n=

+00 n

G(Y) = %+ [1 —ni—2niZ(ni o
n=1 ’

3 , _ - Y i fiY)"
:E—nz+(1—m)\I’(Y)—2m(1+\I’(Y))(Zf(n+2)!)+%1/n:0(ﬂ) .

Et Finalement on a :
V9 + 472 w 4 w 7 1
IG(Y)| < ————+ VI+7m?(=+ o)+ 2n(=+ =) - 1)+ = = M;.
2 2 3 2 3 6
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Soit
sup |i; (w) < M,

w€eBgr

Remarque 4.3.2. On pouvait remarquer que la fonction étudiée est analytique et a
valeurs réelles sur I’axe réel. Ce qui fait que les valeurs de la fonction aux points
complexes conjugués sont également complexes conjugués de sorte que le module est le

méme.

Etape 3

Considérons w € Ei \ (Agr U Bg)

2| . T 2| . T
weER:>|w—c——|2— et |a)—c+—|2—
a a a a

1 1 1 1
Soit le grand axe p; = E(R + E) et pp = E(R - E) le petit axe et considérons le

cercle de centre ¢ contenant l'ellipse.

I
a>0, c>1, R>1, F(1,0),
Fg(-1,0), X< Xy

FiGure 4.2: Estimation d’erreur sur le complément de I’ensemble
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On a

1 1
VweER\(ARUBR),lw—dS§(R+E)+Czpl+c

A a(w —c) 271 27ti
hi(w) = - — + T

edlw=c) 1 a(a)—c—%) a(w—c+=7+)

En passant au module

(@) =|—2e=a) __ 2r  2% | __dlpi*d 2w a4 2n a4
(e"@=)-1) aw-c-Z9) gw-c+Z)| T |(ed@O-1) a m a mw

a(py +c¢)
- |€u(w—c) _ 1|'
On sait que |e““™9 — 1] > [|e?®~9)| - 1| donc
X +c iy,
|h1(a))|§4+M§ M.
et 1] = eI 1]
Pour w € Eg \ (AR U Bg) prenons w = x+iy eton a:
ea(w—c) — ea(x—c+iy) — eu(x—c) x eiay, |ea(w—c)| — eu(x—c)'

Par suite

et~ 1] = =0~ 11,

Cherchons y > 0 tel que Vo € Eg \ (Ag U Bg), [e"“™9|-1] > p.
Soit x; , x, les abscisses de la projection des deux points limites des disques Ag

et Bg sur le grand axe de l'ellipse.

w=x+iy=>x<x] 0U X=X

Soit wp = (Xl + iyl),

il w2 27
W] —C+—

a
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B
21

e e
—<x-cL—>c——=<x;<Cc+—
a

AN
Q
AN

Ce qui entraine que

1y I
c——<x1<c et c<xp<c+—.
a a

Ensuite
a(x—c)<a(x;—¢)<0 e 1 < M=) ] = pmale) g
a(x—c)>a(x,—c)>0 = etlr—o) _q > e?¥=0) _ 1
e?=0) — 1] > 1 — =) pour x <xi,
et

e?=¢) — 1] > min(1 — e 4c1), g8270) _ 1),

Posons y = min(1 — eale=x1) palxa=c) _ 1), 0<pu<1.x; etx, sont solutions de

2 2

x_+y_2:1

P1 P2 5 ,
T T

(X—C)Z"‘(}H‘—)z:a—z
a(py +¢)

iy ()] < 4+ 2L
p

Posons M(R) = max (M1,4 + @) on a sup |1, (w)] < M(R).
wEER

Remarque 4.3.3. La Résolution graphique ou résolution algébrique permet de trouver

les abscisses x; et x, des points d’intersections de Eg avec le Disque

27 72
(x—c)z—i-(y+7)2 = (4.3.30)
ou
p=min(1—e ) 227 _ 1) 0<pu<1. (4.3.31)
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D’apres le théoreme (4.3.2)),

7 a’a?
2 2mi .
o) < REeer ) —_m( : )
—c—zal w—C— 2"1 a (c+@)—w

D’apres le théoréme 10.4 (cf.[76]) on a la formule suivante :

1 4d(z =
= ¢ ° 2Z(j)zo ) KT (w), z9€C\[-1,1].

Z—CU
0 -0

Appliquons cette formule a /i,

A 271 1 27 4:(1)(C+2—m'_1 0 27 —k
ha(w) = a ((c+2_7fi)_a)): a (1 (I)(C+27”) 2Z¢(C+T) Tk(w))-

a k=0
i
Posons p = ¢(c + %) ona
) 2mi k 2 4p o 8w pk!
ha(w) = = ( ) P )—27(1_pr )Tk<w>-27(l_p2 T(w)
k=0 k=0
Or
ho(@) =) hTi(w)
k=0
Donc par identification
87ti pk+l )
o = —(
1-p?
En passant au module
87'( pk+1
2l = —=|1—
-p?
De méme
. —27i 1 —2mi | Ad(c— ) = 2\
h3(a)) = e ( T ): p ( 27_” Z¢ Cc— 7) Tk(a)) .
(- -w 1-¢p(c- )7 15
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4. Etude d'un probléme inverse d’identification de sources du type parabolique 93

i
Posons g = ¢(c - %)_1 on a:

A 2ni 49 © o —2mi [ 4 - —87i [ k!
in(e) = 20 ) g i) = ) 22 = ) S o)
k=0 k=0 k=0

Or
hy(@) =) Ti(w)
k=0

En passant au module

Par suite

+ 4 2 2 8 k+1
|hk|s|hk,1|+|hk2|+|hk3|=zmax(z\41,4+“(p1 C))x[<c+a>2(1+%)) +—| |+
’ ’ 2 aca all-p
87 qk+l
a1 -q2|
+oo +oo k+1 k+1
87( q
|hk| < 2max(M1,4+ ) 5
+00 +0o0 m+1
-k _ k+1 14
) R*= ) =T
k=m k=m

+oo| pk+1 _' pm+1 ‘ ¢(C+ 2711) —m-1
S1-p21 [(1+p)1=p?| (1 +Ple+Z) L) (1 - e+ 2)1)2|
De méme

+00 qk+1 _‘ qm+1 ‘ (P(C_zgi)_m_l

-2 11+ =91 (1 + (e - 2E)1)(1 - pc—22)-1)2
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Finalement d’apres le Théoréme on a 'estimation d’erreur suivante :

+00
1 = Full < 20811 Y I
k=m

((c+ a)z(l + f;;;)) 2
a(py +C))><
U 7
1- [(c+ a)z(l + 527222))

P(c— 2yl
(1+ lc—ZE)T)(1 = ple— 2ZE)T)2

< 2||g||[2 max (M1,4 +

P(c + 2yl
o T pler 21 —gler 2y " o

871 81t

|

—m

[(c+a)2(1 + %)] 2
a(p; +c))><
K 2
1 —((c+ a)2(1 + ;}2,;22 )]

2mi \—m—1
87 ¢(C—%) "

(1+ (=2 (1 = (e~ 2E)1)2

If = full < 2||g||{2maX(M1,4+

87 ¢(C+ 2mi)-m-1

o (T gler 20— ger 22w

Les singularités de la fonction /1 les plus proches de I'intervalle spectral de la matrice
A déterminent le taux de convergence de la méthode de Lanczos. Il reste entendu qu’une
singularité sur un point de l'ellipse produit le méme taux de convergence asymptotique

qu'un pole ou un autre point de l'ellipse.
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Tests numeriques

Dans ce chapitre, on donne quelques exemples numériques illustrant le cas de Neu-

mann.
d2
dx?

Soit Z une partition uniforme de l’intervalle [0, 1] donnée par

5.1 Discrétisation de l'opérateur A = —

, I . .
0=x9p<x; <Xp+++<Xj_1<x;<--<xy=11i=1,---,N h= N ou N est un entier
positif, i étant un pas constant de discrétisation et x; = ih.

Le développement de Taylor a I'ordre n d’une fonction f au point x; est :
; .
Axt
f(xo+Ax) = u(xo)+ )= fDxo) +O(AX")
il

i=1

ou ) désigne la dérivée i"™ de f, et f supposée suffisamment contintiment

dérivable. Soit 'opérateur :

d?u(x)
dx?

d?u(x;)

dx?
Par développement de Taylor, on a :

On l’écrit au point x; : —
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. 2042, (. 3043, (.

u(xm):u(x,-+h):u(xi)+h(d”;(;l))+%(%%%(%)ww%
du(x)\ h2{d2u(x;)\ K3 (d3u(x;

u(xi_l):u(xi—h):u(xi)—h(%)+7( d”;fl))—g(%)wm‘*).

Par sommation, on trouve donc

d?u(x;
u(xipr) +ulx_1) = 2u(x;) + hz( dx(z l)) +0(h?)
d?ulx;)\ _ u(xig) = 2u(x;) + u(xiy) 2
( ol 2 +6(h”).
Soit u; 'approximation de u(x;), on a :
u; =~ u(x;).

On obtient le schéma suivant :

(d2dux(;€i)) _ Mig1 théz Uil o(n?).

D’autre part il faut discrétiser la condition de Neumann u’(0) = u’(1) = 0.
On a

u(x+h)—u(x)

u'(x) = p +6(h)
et
W (x) = ”(x)_Z(x_h) +6(h)
W(0)= 0= ”(h);”(o) +O(h) = 0= uy = ug,
w1y =0= MW= o 05y =y

h

L'opérateur discrétisé devient alors
Uiyl — 20 + Ui
Apup = — 2
u(0) = ug

Uy =Ug, Uy = UN-1
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Forme matricielle

On a
1
ﬁ(—um + 2u; — uj_y)
) 1 1
pour 1= 1 ,ﬁ(—uz + 21/11 —Mo) = ﬁ(—uz + l/ll)

1
pour i =2 ,ﬁ(—u3+2u2—u1)

pour i=3 ,ﬁ(—u4+ 2us —uy)

) 1
pour i =N -2 ,ﬁ(—uN_l +2UN_p — UN_3)

) 1
pour i=N-1, ﬁ(_”N +2uUN_1 —UN_2) = ﬁ(”N—l —UN-_2)

Sous forme matricielle, on obtient :

1 -1 0 0o . . 0 0 Uy
-1 2 -1 0 . . 0 0 Uy
1 o -1 2 -1 0 . . 0 Us
ﬁ 0
0 0 . . 0 -1 2 -1 UnN-2
0 0 . .. 0 0 -1 1 UN_1
Par identification
1 -1 O 0o . . 0 0 Uq
-1 2 -1 0 . . 0 0 Uy
1 o -1 2 -1 0 . . 0 Us
Ah = ﬁ 0 yUp =
0 0 . . 0 -1 2 -1 UnN-»
O O . . 0 O -1 1 un-1

La matrice A, est tridiagonale (par construction), symétrique et positive.

Proposition 5.1.1. La matrice Ay, est symétrique positive.
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Preuve. On applique la définition usuelle, en formant le produit scalaire h?(x, Ajx),
pour un vecteur x de R¥™! quelconque de composantes x;, x5, -+, Xn_1.

On a

N-1
R(xApx) = B xi(Ayx);

N-2

= xp(xp —x2) + E Xi(=xi1 + 2% = Xj1) + XN (=xN-1 + XN)
i=2
_ 42 2 2 2
= X} —x1Xy + (=XpX] +2X5 — XpX3 — X3X) + 2X3 — X3Xq — XaX3 + 2X] — X4 X5 + ...

2 2
= XAN-1XN-2 T 2X ) —XN-1XN) F XN~ ANXN-]

N-2 N-2

_ 2.2 2

= x1+xN+ZZxZ- —Xyx1—2 ) (XiXj11)—X1X2
i=2 i=2
N-2 N-2

= x%+xz2\]+2 xi2—2§ (X%;X;41) — 2x1 %
i=2

N

i:

N-2
2, .2 2 .2 2 2
= X]+xy+x;—xy+ Z(xi —2x;X; 11 +xi+1)
i=2
N-2
2, .2 2
= X]+x;+ Z(xi —Xip1)" —2x1%p
i=2
N-2
2 2
= (x1-x2)"+ ) (xi—Xiz1)
i=2
N-2
= (x;i = Xit1)

Ainsi, (x,Apx) > 0. Il est clair que la forme quadratique (x,A;x) s’annule pour

X1:X2:"':XN_1:1. [ |
1

Remarque 5.1.1. Pour la cas de Dirichlet, la matrice Aj, = ﬁTridiag[—l, 2,-1] € My(R)

est une matrice tridiagonale, symétrique et définie positive.

On se limite ici au cas de Neumann qui est intéressant du point de vue pratique. On
suppose donc que g € H. Cette condition devient en dimension finie
gn€leg]t =EcCRYN L ouey=(1,1,---,1) e RN 7L,

La solution du probleme discrétisée est notée par
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fn=9(An)gn (en N points). (5.1.1)

Lapproximation de Krylov du vecteur f; est donnée par :

fm = ”gh”Vm(P(Hm)el’ (P(Hm) = (Im - exp(_Hm))_le-

Comme la matrice Ay, est symétrique et tridiagonale, on utilise un cas spécial de la

méthode d’Arnoldi, qui est la méthode de Lanczos pour la recherche des m plus grandes

valeurs propres et les vecteurs propres associés a la matrice Ay, symétrique réelle. La

matrice H,, = T, est tridiagonale et symétrique de la forme

aq ﬁz 0 0 . . 0 0
ﬁz %) /33 0 . . 0 0
0 /33 s /54 0 . . 0
T,=| . 0 . L
0 0 . . 0 ,Bm—l A1 ﬁm
0 0 . . 0 0 Pu am

Les notations utilisées pour décrire cet Algorithme sont les suivantes :

aj=Tj;j=hjj, Bj=Tjj1=Ti1;=hjj1=hj;

Algorithme de Lanczos

10:

: Soient vy =0, fp=0etv; € RN tel que vy = ”:—”
: Données A, v, m
: Résultats V,,,,T,,
On calcule successivement
: forj=1,---,mdo
zj = Avj — Bjviy — Itération directe
aj = (zj,v]-) — Produit scalaire
Zji=2zj— v, — Orthogonalisation
Bj+1 = lzjll> —> Calcul de la norme euclidienne

if Bj;1:= 0 then
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11: Stop
12:  end if
zZj .
13: vjyq = —> Normalisation
ﬁj+1
14: end for

On obtient ainsi m vecteurs orthonormés v; et une matrice T tridiagonale symétrique
mxm (matrice de Rayleigh) constituée d’éléments diagonaux a; = T ; et extradiagonaux
Bj = Tjj-1 = Tj_1,j- Les valeurs propres et vecteurs propres de T se calculent par la
méthode SVD (Singular Value Decomposition). On obtient ainsi les m plus grandes
valeurs propres de A et les composantes des vecteurs propres de A dans la base des v;.
Donc la méthode de Lanczos permet de calculer les valeurs propres d’une matrice
réelle en utilisant la notion d’espace de Krylov. L'intérét d’utilisation de cette méthode

est dG au fait de sa capacité de permettre le calcul d’une petite partie du spectre

sans avoir a calculer tout le spectre.

5.2 Données exactes

Les figures ci-dessous montrent la solution exacte et 'approximation de Krylov
de I’équation de la chaleur avec les conditions de Neumann. Pour 1'approximation
de Krylov, nous faisons varier N (la taille de la matrice) et m (la dimension du sous-
espace de Krylov) pour voir l'efficacité de la méthode. Nous prenons dans chaque
cas comme vecteur de depart de ’Algorithme de Lanczos v = g o1 g € RN qui est la

fonction de test. On a f,, = ||g||V,,@(T,)e;-
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Solutions : Exacte et Approchée de Krylov
151

Solution exacte
— — — Solution approchée de Krylov

_15 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

—— Erreur: Exacte/Krylov

Ficure 5.1: Comparaison entre la Solution exacte et ’Approximation de Krylov pour N=50,
m=50 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Solutions : Exacte et Approchée de Krylov

Solution exacte
8 : — — — Solution approchée de Krylov | -

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

—— Erreur: Exacte/Krylov

Ficure 5.2: Comparaison entre la Solution exacte et ’Approximation de Krylov pour N=200,
m=150 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Solutions : Exacte et Approchée de Krylov

Solution exacte
8 : — — — Solution approchée de Krylov | -

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

—— Erreur: Exacte/Krylov

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ficure 5.3: Comparaison entre la Solution exacte et ’Approximation de Krylov pour N=200,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Solutions : Exacte et Approchée de Krylov

Solution exacte
8 : — — — Solution approchée de Krylov | -

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

—— Erreur: Exacte/Krylov

o

o

=

[&
T

o

o

@

o
T

Ficure 5.4: Comparaison entre la Solution exacte et ’Approximation de Krylov pour N=400,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Solutions : Exacte et Approchée de Krylov

Solution exacte
8 : — — — Solution approchée de Krylov | -

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

—— Erreur: Exacte/Krylov

0.018

0.016

0.014

0.012f

0.008 [

0.006 [

0.004

0.002

T

Ficure 5.5: Comparaison entre la Solution exacte et ’Approximation de Krylov pour N=1000,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.
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Nous constatons que quand m < N la méthode de Krylov donne une approximation
beaucoup plus efficace de la solution exacte. Elle est particulierement utile du fait de la

réduction du coup de calcul (nombre d’opérations) pour les matrices de grande taille.

Remarque 5.2.1. Nous pouvons tracer les différentes courbes en fonction de la taille N
de la matrice et la dimension de I'espace de Krylov m mais notre fonction f est définie

dans [0,1].

Solutions : Exacte et Approchée de Krylov

Solution exacte
8 — — — Solution approchée de Krylov |

200 400 600 800 1000

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée
0.02

Erreur: Exacte/Krylov

0.0181

0.016

0.014 1

0.012F

0.01

0.008

0.006 -

0.004 -

0.002 -

0 200 400 600 800 1000

Ficure 5.6: Comparaison entre la Solution exacte et ’Approximation de Krylov pour N=1000,
m=100 et la Courbe d’erreur pour la précision.

Remarque 5.2.2. 1l est possible de calculer certaines fonctions de matrice avec Matlab

en utilisant la méthode SVD telles que el A%, cos(A), sin(A), In(A). D’une maniere
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générale si A peut s’écrire sous la forme A = T7'DT ou T est une matrice carrée
inversible, D une matrice diagonale et T~! matrice de passage et f une fonction de

matrice alors

f(A) = f(T7'DT) =T f(D)T = T~ diag(f (M), f(A2), -+, F(A)T.

Solutions : Exacte, Krylov, SVD

15
Solution exacte
— — — Solution Krylov
10 Solution SVD

_15 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Erreur entre la solution exacte, la solution approchée et la solution calculée par SVD
0.25¢

Erreur:exacte/Krylov
Erreur:exacte/SVD
Erreur: Krylov/SVD

0.2

0.1

0.05

Ficure 5.7: Comparaison entre les solutions exacte, SVD et Krylov pour N=200, m=100 et la
Courbe d’erreur pour la précision.
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Les solutions dans le cas des données perturbées(bruitées)

)

Pour examiner le cas de données bruitées, on utilise la commande Matlab ”“randn’
(Le rand fonction génere des tableaux de nombres aléatoires dont les éléments sont

répartis uniformément dans l'intervalle [0, 1]) pour générer des données perturbées g; :
g5 = ¢+ erandn (size (g)) (5.2.2)

ou ¢ est la taille du bruit, randn( . ) est la fonction du bruit aléatoire distribué selon
la loi normale avec les paramétres : la moyenne 0, la variance 0% = 1, et I’écart type o = 1.
”randn (size(g))” renvoie un tableau d’entrées aléatoires qui est de méme taille que g.
Pour 'approximation de Krylov, nous fixons N (la taille de la matrice) et m (la
dimension du sous-espace de Krylov) et nous faisons varier ¢ jusqu’a l’'obtention
d’une solution raffinée. Nous prenons dans chaque cas comme vecteur de depart de

I’Algorithme d’Lanczos v = g5 ou g5 € RY qui est la fonction de test.

Ousmane Samba COULIBALY 2016 USTT Bamako



5. Tests numeériques 109

Solutions : Exacte et Approchée de Krylov
151

Solution exacte
— — — Solution approchée de Krylov

_15 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

—— Erreur: Exacte/Krylov

0.6

0.5F

0.4r

0.3F

021

0.1

Ficure 5.8: Comparaison entre la solution exacte et I’approximation de Krylov (resp. la solution
exacte et la solution discrétisée) dans le cas perturbé pour N=30, m=12, ¢ = 10~* et la courbe
d’erreur pour la précision.
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Solutions : Exacte et Approchée de Krylov
151

Solution exacte

— — — Solution approchée de Krylov

_15 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

—— Erreur: Exacte/Krylov

FiGure 5.9: Comparaison entre la solution exacte et I’approximation de Krylov (resp. la solution
exacte et la solution discrétisée) dans le cas perturbé pour N=30, m=12, ¢ = 107 et la courbe
d’erreur pour la précision.
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Conclusion et perspectives

L'objectif principal était la mise en ceuvre d’'une méthode inverse par la technique
de projection de Krylov permettant le calcul numérique des systemes de la forme
u = O(Aw.

Nous avons étudié la possibilité d’utiliser une technique de calcul matriciel basée
sur une méthode de projection de type Krylov. L'analyse de cette technique proposée
dans ce travail montre que la méthode de projection peut fournir un outil efficace pour
l'approximation d’une fonction de matrice croissante.

Nous avons ainsi illustré I'intérét de disposer d’outils élaborés de résolution d’équa-
tions matricielles.

Pour tester 'efficacité de la méthode, nous 'avons appliqué a un probléme inverse
d’identification de sources avec des conditions aux limites différentes(Neumann/Dirichlet).

A fin de mieux comprendre ’effet régularisant de la méthode de Krylov nous avons
considéré des données entachées du bruits pour voir l'influence des perturbations
sur la régularisation de la solution.

Ensuite nous avons développé une nouvelle approche qui permettrait de calculer
I’estimation d’erreur entre la solution exacte et I’approximation de Krylov avec une
fonction croissante en introduisant les notions de résidu autour des points de singu-
larités de ladite fonction. Cette estimation nous a permis d’étudier théoriquement le
comportement de la convergence de la méthode de Krylov ainsi que sa stabilité.

Cette estimation nous permet de donner la taille exacte de 1’espace de Krylov selon
le test d’arrét fixé et les précisions souhaitées a établir.

Des résultats tant sur le plan théorique que sur le plan pratique de performance

ont été obtenus pour la résolution des systemes de la forme u = ®(A)v.
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L’une des perspectives que nous envisageons d’entamer dans un futur proche est
d’étendre l’estimation d’erreur en dimension 2 (2D) par exemple a un probléme inverse

elliptique de type identification de conditions aux limites et identification de sources.

.1 Programme MATLAB

clear;clc;
n=input(’Donner.la.taille.de.la.matrice.carree..n=");

h=1/n;

A=gallery(’tridiag’,n,-1/hA2,2/h"2,-1/h"2);

% A=tridiag(-1/h~2,2/hA2,-1/h”A2,n);

A(1,1)=1/hA"2;

A(n,n)=1/hA"2;

m=input( 'Donner.la.dimension.de.l’’espace_de_krylov.associee.a.
boinferieur.a.n.m=");
epsilon=input(’Donner.la.valeur_.de_epsilon.pour.la.perturbation
~de_g.epsilon=");

if nargin < 3, m=n; end

%Calcul de la fonction de test g

%

x=linspace(0,1,n);
g=(l—-exp(—piN2))x*cos(pixx);
gn=g+epsilonxrandn(size(g)
v=gn’;

%

~ ~
~ e

%Calcul de la solution exacte
fe=piN2+cos(pixx);

%Construction de la base de Krylov par Lanczos

%%
n = length(v);
T = zeros(m);
Q = zeros(n,m);
vl = v/norm(v);
z = Axvl;
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alpha = vl’xz;
z = z — vlxalpha;

Q(:,1) =vl; T(1,1) = alpha;
for j = 2:m,

beta = norm(z);
v0 = vl; vl = z/beta;

z = Axv]l — vOsxbeta;
alpha = vl'’xz;
z = z — vlxalpha;

T(j,j—-1) = beta; T(j-1,j) = beta; T(j,j) = alpha;
Q(:,j) = vl;

end

el=zeros(m,1);
el(1,1)=1;
%o

fm= nonn(v)*Q*( +(eye(size(T))—expm(-T))A-1)xel;

fm(1)=fe(1);

fm(n)=fe(n);

fd=(A (eye(51ze( ) )—expm(—A) ) A-1)xv;

fd(1)=fe(1);

fd(n)=fe(n);
()
n

J

figure

hold o
%grid on,

plot(fe,’b’),

plot(fm, 'r—"),

plot(fd, 'k: "),

legend ("Exacte’, ’Krylov’,’SVD"),

title (’Solutions.:.Exacte ,_.Krylov,.SVD"),

hold off,

%8/o

figure ()

hold on,

grid on,
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plot(abs(fe’—-fm),’r’),
plot(abs(fe’—fd), k"),

legend ("Exacte/Krylov’,

title ("Erreurs’),
hold off,

114

"Exacte/SVD’) ,
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